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RESU M O
O presente estudo teve três objetivos: verificar o efeito da carga elétrica nas oscilações de tem­
peratura que ocorrem em um gás em movimento circular geodésico sob a ação de um campo 
gravitacional de Reissner-Nordström, verificar de modo similar o efeito da constante cosmo- 
lógica nas oscilações de temperatura em um gás sob a ação de um campo gravitacional de 
Reissner-Nordström-de Sitter e verificar o efeito dos termos de correção da aproximação pós- 
Newtoniana na acreção hidrodinâmica. Cada objetivo correspondeu a uma etapa no desenvolvi­
mento do trabalho. Na primeira etapa, a partir da expressão da métrica de Reissner-Nordström, 
calculou-se a Lagrangiana do sistema para uma partícula livre e, com base nesta, foram obti­
das expressões para energia e momento linear, que resultaram nas frequências características 
para o movimento circular da partícula. As mesmas frequências foram obtidas utilizando-se a 
equação do desvio geodésico no sistema de coordenadas de Fermi. Através da lei de Tolman, 
obteve-se uma expressão para a amplitude normalizada das oscilações de temperatura. Esta 
expressão foi usada para calcular a amplitude das oscilações para alguns objetos compactos, 
utilizando-se valores de carga elétrica e massa provenientes de modelos obtidos na literatura. 
Comparando-se os vários modelos analisados, foi possível verificar que o papel do termo de 
carga é o oposto do termo de massa, ou seja, enquanto o aumento da massa produz uma redu­
ção na razão entre as frequências e na amplitude e um aumento na frequência, o aumento da 
carga elétrica produz o efeito inverso. Além disso, foi possível demonstrar que se um modelo 
utiliza valores de carga elétrica definidos como uma proporção direta da massa, a razão entre 
as frequências de oscilação não depende da massa, mas somente do fator de proporcionalidade 
entre carga e massa. Na segunda etapa, a amplitude das oscilações de temperatura foi calculada 
considerando-se um campo de Reissner-Nordström-de Sitter. Utilizando-se valores de massa, 
carga elétrica e constante cosmológica obtidas de um modelo teórico da literatura, foi possí­
vel verificar que o efeito da constante cosmológica é pequeno e só é significativo para grandes 
distâncias em relação à fonte do campo gravitacional. Na terceira etapa, a partir das equações 
de balanço em 1PN, obteve-se uma equação de Bernoulli pós-Newtoniana, que foi expressa 
em termos de variáveis adimensionais e resolvida numericamente. As soluções da equação 
de Bernoulli 1PN mostraram-se consistentes com aquelas já conhecidas da teoria Newtoniana. 
Verificou-se que , para a solução que descreve o processo de acreção transônica, os termos de 
correção pós-Newtonianos causam uma variação na velocidade de queda livre do fluido. Esta 
diferença ocorre porque alguns termos de ordem 1PN dependem do potencial gravitacional, que 
é inversamente proporcional à distância. Portanto, esses termos de correção tornam-se mais sig­
nificativos à medida que o fluido se aproxima da fonte do campo gravitacional.
Palavras-chave: Oscilações de temperatura, coordenadas de Fermi, desvio geodésico, acreção 
hidrodinâmica, aproximação pós-Newtoniana.
A BST R A C T
The present study had three objectives: verify the effect of the electric charge term on the tem­
perature oscillations that occur in a gas in a circular geodesic motion under the action of a gra­
vitational field of Reissner-Nordstrom, in similar way verify the effect of cosmological constant 
term on the temperature oscillations that occur in a gas under the action of a gravitational field 
of Reissner-Nordstrom-de Sitter. Each objective corresponds to one step in the development of 
this work. In the first step, from the expression of the Reissner-Nordstrom metric, the Lagran- 
gian of the system for a free particle was calculated and, based on this, expressions for energy 
and linear momentum were obtained, resulting in the proper frequencies for the circular mo­
tion of the particle. The same frequencies were obtained from the geodesic deviation equation 
in Fermi coordinates. From Tolman’s law, an expression for the normalized amplitude of the 
temperature oscillations was obtained. This expression was used to calculate the amplitude of 
the oscillations for some compact objects, using some values of electric charge and mass from 
models obtained in the literature. Comparing the models analyzed, it was possible to verify that 
the role of the electric charge term is the opposite of the mass term, that is, while the increase 
of mass produces a decrease in ratio between the frequencies and amplitude and increases the 
frequency, the increase in electric charge produces the inverse effect. In addition, it was possible 
to demonstrate that if a model uses electric charge values defined as a direct proportion of the 
mass, the ratio between the oscillation frequencies does not depend on the mass, but only on the 
proportionality factor between charge and mass. In the second step, the amplitude of tempera­
ture oscillations was calculated considering a Reissner-Nordstrom-de Sitter field. Using values 
of mass, electric charge and cosmological constant provided by one theoretical model from the 
literature, it was possible to verify that the effect of cosmological constant is small and only sig­
nificant for large distances from the gravitational field source. In the third step, from the balance 
equations in 1PN, a post-Newtonian Bernoulli equation was obtained, expressed as function of 
dimensionless variables and solved numerically. The solutions of 1PN Bernoulli equation were 
consistent with those already known from Newtonian theory. We verified that, for the solution 
corresponding to transonic accretion, the post-Newtonian correction terms cause a variation in 
the free-fall velocity of the fluid. This difference occurs because some 1PN order terms de­
pend on the gravitational potential, which is inversely proportional to distance. Therefore, these 
correction terms become more significant as the fluid approaches the gravitational field source.
Keywords: Temperature oscillations, Fermi coordinates, geodesic deviation, hydrodynamic 
accretion, post-Newtonian approximation.
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81 IN TRO D UÇÃO
As equações de campo da Relatividade Geral descrevem a interação entre a energia 
e a geometria do espaço-tempo. Uma solução para essas equações corresponde a uma métrica 
apropriada que descreve o efeito gravitacional de uma determinada distribuição de matéria sobre 
o espaço-tempo.
A  métrica de Reissner-Nordstrom é uma solução das equações de campo correspon­
dente ao campo gravitacional produzido por um objeto massivo eletricamente carregado [1-3]. 
Aparentemente, de acordo com evidências observáveis, o Universo parece ser eletricamente 
neutro [4]. Estrelas, planetas e buracos negros não poderiam acumular carga elétrica devido à 
acreção de carga oposta que rapidamente induziria à neutralização. Contudo, alguns modelos 
teóricos utilizam a ideia de objetos astronômicos eletricamente carregados para explicar cer­
tos fenômenos observáveis [5-8], alguns deles envolvendo objetos compactos como estrelas de 
nêutrons, estrelas de quarks, anãs brancas e buracos negros.
Os objetos compactos correspondem a estágios finais do processo de evolução estelar. 
Durante toda a existência de uma estrela, duas forças principais a mantém em equilíbrio: a 
pressão que atua no sentido de produzir uma expansão e a gravidade, que induz a estrela a se 
contrair sobre si mesma. Dependendo da massa inicial da estrela, após a sua transição para a fase 
gigante vermelha, uma das forças irá prevalecer. Caso a estrela seja pouco massiva, a pressão do 
gás fará com que as camadas exteriores da estrela sejam ejetadas, dando origem a uma nebulosa 
planetária. No interior da nebulosa planetária, os restos do núcleo da estrela constituem uma 
anã branca. Se a massa remanescente for maior que 1, 4M0 (limite de Chandrasekhar), a estrela 
não consegue se estabilizar como anã branca e continua a colapsar, dando origem a uma estrela 
de nêutrons [9].
As estrelas de nêutrons também podem surgir a partir da evolução da fase gigante 
vermelha de uma estrela supermassiva. Neste caso prevalece a força da gravidade, levando 
a estrela a colapsar sobre si mesma e resultando em uma violenta explosão conhecida como 
supernova. Dos restos de uma supernova pode surgir um objeto compacto bastante massivo: 
uma estrela de nêutrons ou um buraco negro [10]. O processo de compactação que produz uma 
estrela de nêutrons pode ser ainda mais extremo, originando estrelas compostas por matéria 
degenerada.
A  motivação inicial para o desenvolvimento do presente trabalho surgiu através do 
artigo publicado em 2015 por Zimdahl &  Kremer [11], onde são calculadas as oscilações de 
temperatura para um gás em movimento circular sob a ação de um campo gravitacional de 
Schwarzschild. Com o estudo deste artigo, surgiu a oportunidade de verificar-se o comporta­
mento termodinâmico de um gás em movimento circular sob a ação de campos gravitacionais 
descritos por outras métricas, como a métrica de Reissner-Nordstrom [12].
Este trabalho foi realizado tendo como primeiro objetivo determinar a influência do
9termo de carga elétrica na métrica de Reissner-Nordstrom sobre as oscilações de temperatura, 
seguindo a mesma metodologia adotada em [11]. Para atingir este objetivo, foram analisadas 
as oscilações de temperatura para alguns modelos teóricos de objetos compactos encontrados 
na literatura [5-8,13]. O problema consiste em um gás de partículas em movimento circu­
lar em torno de um objeto massivo carregado que produz um forte campo gravitacional. O 
movimento é aproximadamente geodésico, portanto utilizou-se a equação do desvio geodésico 
para descrevê-lo. Ao longo de todo o trabalho foi utilizada a convenção (—, +, +, +) para as 
componentes do tensor métrico.
Considerou-se um gás rarefeito dentro de uma espaçonave orbitando em torno de um 
objeto massivo carregado, onde o centro de massa do gás move-se em uma órbita circular com 
desvio geodésico da métrica de Reissner-Nordstrom. Trata-se de um gás relativístico que, por­
tanto, pode ser descrito utilizando-se a equação de Boltzmann e, considerando o equilíbrio, 
pela função de distribuição de Maxwell-Jüttner [11,14]. A  partir dessas considerações, a lei 
de Tolman pode ser obtida, estabelecendo uma relação entre a temperatura e a geometria do 
espaço-tempo em equilíbrio [15,16]. Esta descrição que utiliza um gás de Boltzmann em equi­
líbrio é um modelo idealizado com várias limitações, mas eventualmente pode ilustrar alguns 
aspectos de uma situação real.
No presente estudo, foram obtidas as frequências características do movimento através 
da análise da função Lagrangiana de uma partícula teste do gás considerando-se a métrica de 
Reissner-Nordstrom. Essas frequências foram obtidas com o objetivo de compará-las com as 
frequências calculadas considerando a aproximação do desvio geodésico para o movimento do 
gás. O movimento orbital de uma partícula teste em torno de objetos compactos (em particular, 
o buraco negro localizado no centro da galáxia) é tema de algumas publicações recentes [17­
19].
Devido à natureza do movimento ser aproximadamente geodésico, a utilização do sis­
tema de coordenadas de Fermi torna-se conveniente. Neste sistema de coordenadas, os símbolos 
de Christoffel se anulam ao longo da geodésica, tornando a métrica localmente retangular [20]. 
As condições de equilíbrio podem ser aplicadas a um movimento aproximadamente geodé­
sico através do uso da equação do desvio geodésico, desde que os termos de perturbação sejam 
lineares em distância. A  utilização da equação do desvio geodésico resulta nas mesmas frequên­
cias obtidas na análise do movimento orbital de uma partícula livre. A  metodologia aplicada 
no presente estudo já foi utilizada para descrever outras situações físicas, como por exemplo 
para calcular perturbações gravitacionais no espectro do hidrogênio [21], o efeito Shirokov em 
órbitas de satélites [22], e supercorrentes gravitacionalmente induzidas relacionadas ao efeito 
Shirokov [23].
O fenômeno das QPOs (Quasi-Periodic Oscillations) está presente em vários buracos 
negros localizados no centro de galáxias, estrelas de nêutrons e fontes de raios-X binárias [24]. 
As frequências de algumas QPOs são da ordem de kHz, correspondente à frequência orbital 
próximo do buraco negro ou da estrela central. Essas oscilações são conhecidas como QPOs
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de alta frequência (HF POs), e frequentemente aparecem aos pares, chamados picos gêmeos 
(twin peak HF QPOs) [25]. Esses dois picos correspondem a diferentes frequências: o pico 
superior está relacionado com a frequência azimutal, enquanto o pico inferior corresponde a 
uma frequência de precessão. Tipicamente, a razão entre essas duas frequências é igual a 3/2.
Esta razão 3/2, assim como outras propriedades das QPOs, estão supostamente relaci­
onadas à ressonância não-linear entre oscilações epicíclicas em fluxos de acreção sob gravidade 
muito intensa [26,27]. Esses fluxos de acreção admitem dois modos quase incompressíveis de 
oscilação, vertical e radial, com frequências correspondentes às frequências epicíclicas vertical 
e radial para partículas livres [24]. No presente estudo foram obtidas duas frequências para o 
movimento orbital da ordem de kHz  e a razão entre elas é comparável à razão 3/2 encontrada 
nas QPOs. Os cálculos e resultados relacionados a este primeiro objetivo do trabalho estão 
publicados no artigo [28].
A  métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter é uma generalização da métrica de Reissner- 
Nordstrom que inclui a constante cosmológica. Entre alguns aspectos físicos de interesse da 
literatura a respeito desta métrica, podem ser citados a entropia de buracos negros de Reissner- 
Nordstrom-de Sitter [29] e a propagação de ondas com simetria esférica em espaços-tempo com 
constante cosmológica não-nula [30].
Utilizando a mesma metodologia adotada para a métrica de Reissner-Nordstrom, fo­
ram analisadas as oscilações de temperatura para um gás em movimento aproximadamente 
geodésico sob um campo gravitacional de Reissner-Nordstrom-de Sitter. O segundo objetivo 
deste trabalho foi, portanto, determinar a influência do termo da constante cosmológica presente 
na métrica nas oscilações de temperatura.
A  acreção é o processo através do qual objetos compactos gravitacionalmente captu­
ram matéria do ambiente ao seu redor. A  acreção de gás por estrelas compactas está relacionada 
com as emissões de energia observadas em fontes de raio-X binárias. O mesmo processo, porém 
em maior escala, ocorre em quasares e núcleos ativos de galáxias onde a acreção por buracos ne­
gros supermassivos causa emissão com rápida variação em alta luminosidade, observada a partir 
de regiões relativamente compactas [31]. Vários aspectos da acreção são objetos de interesse 
na literatura, a determinação de taxas de acreção para o buraco negro no centro da galáxia [32] 
e para protoplanetas [33] com base em evidências observacionais.
No presente trabalho, a acreção foi tratada a partir das equações de balanço da hidro­
dinâmica, que pode ser obtidas a partir da equação de Boltzmann e da função de distribuição em 
equilíbrio. As equações de balanço resultam na equação de Bernoulli, cujas soluções descrevem 
não apenas diferentes tipos de fluxos de acreção mas também fluxos de ejeção de matéria.
As equações da Relatividade Geral reduzem-se às equações da mecânica Newtoniana 
no limite de baixas velocidades e campos gravitacionais fracos. Para estes casos, teoria da 
gravitação Newtoniana fornece uma boa descrição dos fenômenos físicos. Porém, em muitas 
situações, a teoria Newtoniana mostra-se incompleta e requer correções, como por exemplo 
no caso do deslocamento do periélio de Mercúrio [34], que também se deve ao fato de que o
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Sol não apresenta esfericidade perfeita. Uma descrição física mais apropriada é obtida com a 
inclusão de termos de correção pós-Newtonianos (PN) à física gravitacional padrão.
O método pós-Newtoniano considera que as componentes do tensor métrico corres­
pondem às componentes do tensor de Minkowski com o acréscimo de pequenas correções, que 
podem ser expandidas em termos de v/c, onde v é a velocidade típica do sistema e c é a ve­
locidade da luz no vácuo. Quanto maior a ordem dos termos de correção, mais precisa será a 
aproximação em relação à Relatividade Geral. O modelo pós-Newtoniano pode ser aplicado a 
várias situações físicas de interesse na literatura como, por exemplo, a determinação de curvas 
de rotação de galáxias com maior precisão em relação à teoria Newtoniana [35].
Este trabalho teve como terceiro objetivo obter um modelo de acreção pós-Newtoniano, 
considerando termos de correção de ordem v2/c2 (1PN). Através das soluções da equação de 
Bernoulli correspondentes aos fluxos de acreção para este modelo, é possível verificar o efeito 
dos termos de correção, que conferem ao modelo maior precisão em relação à acreção Newto- 
niana.
O presente trabalho está organizado da seguinte forma:
• O capítulo 2 trata dos conceitos fundamentais de Relatividade Geral, introduzindo algu­
mas definições como o Princípio da Relatividade, quadrivetores, eventos, tensor métrico 
e transformações entre sistemas de coordenadas. A  seguir, esses conceitos são genera­
lizados através do Princípio da Equivalência, e são apresentados novos conceitos como 
geodésicas, derivadas, transporte paralelo e tensor de curvatura. Por fim, são apresentadas 
as métricas de Schwarzschild, Reissner-Nordstrom e Reissner-Nordstrom-de Sitter.
• O capítulo 3 trata da análise das propriedades termodinâmicas de um gás relativístico 
em equilíbrio, obtidas através da equação de Boltzmann e da função de distribuição em 
equilíbrio de Maxwell-Jüttner. O estudo das propriedades termodinâmicas em equilíbrio 
leva à obtenção da lei de Tolman e lei de Klein.
• O capítulo 4 descreve de forma sucinta o sistema de coordenadas de Fermi, introduzindo- 
se o formalismo das tetradas e apresentando-se alguns exemplos de aplicação do for­
malismo ao movimento radial e movimento circular de uma partícula sob a ação de um 
campo de Schwarzschild. Também trata da equação do desvio geodésico.
• O capítulo 5 apresenta o estudo da acreção a partir das equações de balanço da hidrodi­
nâmica, que resulta na equação de Bernoulli e na determinação do raio transônico e da 
taxa de acreção de massa. Também trata da equação de Bernoulli em termos de variáveis 
adimensionais, além de uma breve descrição da acreção relativística.
• O capítulo 6 apresenta o método da aproximação pós-Newtoniana considerando-se termos 
de ordem (v2/c2). Também mostra a obtenção das equações de balanço em 1PN a partir 
da equação de Boltzmann e da função de distribuição em equilíbrio.
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• No capítulo 7 é apresentada a metodologia aplicada nas etapas que constituem o pre­
sente estudo, a partir da obtenção das frequências características da métrica de Reissner- 
Nordstrom e das equações de movimento e energia, cálculo do Tensor de Riemann e das 
coordenadas de Fermi, aplicação da equação do desvio geodésico e determinação das os­
cilações de temperatura a partir da lei de Tolman. O mesmo procedimento foi aplicado 
para a métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter. Também obteve-se um modelo de acre- 
ção pós-Newtoniano a partir das equações de balanço que incluem correções de ordem 
1PN.
• Os resultados são apresentados e discutidos no capítulo 8 , com o cálculo das oscilações de 
temperatura para alguns modelos de objetos compactos eletricamente carregados obtidos 
na literatura. Também é apresentada uma breve análise da acreção 1PN em coordenadas 
adimensionais.
• O capítulo 9 contém as conclusões referentes a este trabalho, além das perspectivas para 
trabalhos futuros.
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2 R E LA T IV ID A D E  G E R A L
2.1 O p r in c íp io  da R e l a t iv id a d e
A  Teoria da Relatividade descreve o movimento de partículas e sistemas com veloci­
dades comparáveis à velocidade da luz em relação a um referencial inercial [36]. Referenciais 
inerciais são, por definição, aqueles no qual a equação de movimento para uma partícula ou 
sistema é dada pela segunda lei de Newton [37]:
d2x -»
= (21)
A  Relatividade Especial (ou Relatividade Restrita) considera a ausência de campos 
gravitacionais e está fundamentada em dois postulados:
• Princípio da Relatividade de Galileu: As leis físicas são invariantes em todos os referen­
ciais inerciais. Em outras palavras, todos os referenciais inerciais são equivalentes [38].
• Princípio da invariância da velocidade da luz: A  velocidade da luz no vácuo possui o 
mesmo valor para todos os referenciais inerciais. Este valor é c = 299.792.458m/s [39].
A  Relatividade generaliza a noção de espaço existente na Mecânica Clássica [40], 
incluindo-se o tempo numa estrutura conhecida como espaço-tempo. Se considerarmos o es­
paço euclidiano tridimensional usual R 3 podemos representar um ponto qualquer pelas suas 
coordenadas cartesianas (x ,y,z). Se incluirmos uma coordenada temporal ct, de modo que 
esta represente o instante de tempo em que uma partícula ocupa a posição (x ,y ,z ) temos um 
evento no espaço-tempo, caracterizado pelas coordenadas (ct, x, y, z).
Uma consequência dos postulados da Relatividade é que intervalos de tempo não 
são absolutos, ou seja, eventos simultâneos em um determinado referencial podem não ser 
simultâneos em outro referencial inercial. Entretanto, o intervalo entre dois eventos é o mesmo 
em qualquer sistema referencial inercial.
Se considerarmos dois eventos distintos em um referencial inercial, com coordenadas 
(t i,x i,y i,z i) e (t2,x 2,y2,z2). O intervalo entre os dois eventos é definido por
si2 = —c2(t 2 — t i )2 + (x 2 — x i )2 + (y2 — y i)2 + (z2 — zi )2- (2.2)
Se os dois eventos estão infinitesimalmente próximos, o intervalo será denotado por:
ds2 = —c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2. (2.3)
O elemento ds2 define a chamada métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas. 
Podemos representar essas coordenadas na forma:
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0 1 2  3/y*------------  y> -f - /y*   /y* /y*------ ------ r> i  /y*   •*/
<4/ 6^6  *| <4/ <4/ *| <4/ U  *| <4/ /O *
A equação (2.3) pode ser reescrita de forma mais compacta:
ds2 = rqafí dxadxf .
(2.4)
(2.5)
Na equação (2.5), qa  ^ são as componentes do chamado tensor métrico no espaço 
quadridimensional caracterizado pelo elemento ds2, que é invariante para qualquer referencial 
inercial. Para a métrica de Minkowski, o tensor métrico é dado por:
(2 .6 )
/ - 1  0 0 o\
0 1 0  0
0 0 1 0
\ 0 0 0 iy
O tensor métrico no espaço de Minkowski possui a propriedade de ser igual ao seu 
próprio tensor inverso, denotado por na3, de modo que o produto entre eles resulta:
VaS n53 = €  •
Na equação (2.7), Sa é o delta de Kronecker definido por:
(2.7)
(2 .8)
1 , se a  = fd,
0 , se a  = j3.
Da mesma forma que o conceito relativístico de evento generaliza a noção clássica 
de ponto, existe um correspondente em Relatividade para o conceito de vetor. É  o chamado 
quadrivetor, que inclui uma componente temporal além das componentes espaciais usuais. Em 
geral, utilizam-se duas representações para as componentes de um quadrivetor: as componentes 
contravariantes denotadas por Aa = ,A l ,A 2,A 3) e as componentes covariantes, denotadas
por A a = (A 0,A i,A 2,A 3). Essas representações estão relacionadas através do tensor métrico.
Aa = na3 A 3 • (2.9)
Se denotarmos por A  as componentes espaciais contravariantes, as componentes co­
variantes A a podem ser representadas da forma:
Aa = (—A 0,A  )• (2 .10)
Podemos expressar o invariante ds2 como um produto escalar entre dois quadrivetores 
infinitesimais:
ds2 = dx^dx^, dx  ^ dxv. (2 .11)
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Consideremos agora dois sistemas referenciais inerciais K e K ’, onde o sistema K ’ 
move-se com velocidade constante v em relação a K, conforme mostrado na figura 2.1. Supo­






Figura 2.1: Dois sistemas referenciais inerciais K e K ’ movendo-se com velocidade relativa constante v. 
Fonte: o autor.
As relações entre as coordenadas dos dois sistemas são conhecidas como transforma­
ções de Lorentz, e são dadas por [41]:
/0x
x0 — xlv/c
a/ 1  — v2/c2
x
x1 — vx°
a/ 1  — v2/c2






\ 0 0 







c'3 = x3. (2 .12)
(2.13)
x'a = A ^ . (2.14)
2.2 M e c â n ic a  r e l a t iv ís t ic a
A  definição relativística da velocidade de uma partícula é análoga à descrição clássica 







onde dr = ds/c = dty/ 1 — V2/c2 é o invariante de Lorentz. Como xa é um quadrivetor, 
ua denomina-se quadrivelocidade. As componentes contravariantes e covariantes de ua são, 
respectivamente:
(ua) = { ^ ^  ^  V \  (2.16)
y y/1 — V2/c2 y j  1 — V2/c2 J
(Ua) = | , —c = , , V = ) (2.17)
y y/l — V2/c2 y j  1 — v2/c2 J
Das equações (2.16) e (2.17) verifica-se que uaua = —c2.
A  massa de repouso m de uma partícula é um invariante escalar, portanto
pa = mua (2.18)
é denominado quadrivetor momento linear [34,43]. As componentes contravariantes de pa são
mc mv \ í  E
y/l — V2/c2 , y/1 — V2/c2 J  \ c(pa) = \ —r= '^  2 , 2 » /, ^  2 ) H  - ,rp\ = (P0,P ) (2.19)
onde
2
E  = cp0 = mc = (2.20)
V^ 1 — V2/c2
é a energia da partícula. A  condição V = 0 implica que E  = mc2, que é a energia de repouso
da partícula. Se V << c obtém-se:
E  — mc2 &  2mV2 (2.21)
que é a expressão clássica da energia cinética da partícula.
As transformações de componentes para o quadrivetor quantidade de movimento são 
obtidas de maneira similar às transformações de Lorentz (2.12) e são dadas por
E  + Vp'1 ! p'1 + E 'V/c2 2 12 3 3 (2 22)E  = ,  , p = — , , p = p 2, p = p 3. (2 .22 )
^1  — V2/c2 v^1 — V2/c2
Da equação (2.18) e da condição uaua = —c2 segue que:
pa'pa = —m2c2. (2.23)
De maneira semelhante à quadrivelocidade e ao quadrivetor quantidade de movimento, 
pode-se obter a definição relativística da aceleração ixa e da força K a [36]:
a du<a Tsa dpa d u  aixa = —— , K a = —— = m —— = mua. (2.24)
dr dr dr
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2.3 C o o r d en a d a s  G e r a is
As transformações de Lorentz referem-se a mudanças de coordenadas entre referen­
ciais inerciais. Consideremos agora transformações de caráter mais geral. Uma transformação 
geral de coordenadas pode ser expressa como:
xr = xr (x/0 X 1 X 2 X 3) (2 25)
Os diferenciais contravariantes transformam-se de acordo com
dx^
dx  ^ dx'v, (2.26)
dx'v
e para os diferenciais covariantes temos
dxv 
dx'U
Para quadrivetores valem as relações:
dxu = auu dx'v • (2.27)
AU = A'v, A , = — A'v. (2.28)d x  Av  A = d x
õx'v ,  ^ dx^
O intervalo infinitesimal entre dois eventos pode ser expresso como:
ds2 = dxUdxU = nUvj.— x~ã dxpdxa. (2.29)dx dx
dxU dxv 
0
Este invariante pode ser escrito de forma mais compacta através da introdução do 
tensor métrico gpo
dxU dxv
ds2 = gpo dxp dx0, gpo = n,v dhõ • (2.30)
O tensor gpo define uma métrica de natureza mais geral que não é mais constante 
como a métrica de Minkowski, mas uma função das coordenadas xU. Assim como o tensor de 
Minkowski ga3 , gpo é um tensor simétrico que possui a propriedade:
gpo g °v = sp. (2.31)
Para efetuar a conexão entre a Relatividade Especial e a Relatividade Geral, utiliza-se 
o Princípio da Equivalência [1]. Este princípio pode ser enunciado da forma fraca e forte:
• Forma fraca: Um observador em queda livre não é capaz de distinguir a presença ou não 
de um campo gravitacional estático e homogêneo. Ou seja, na presença de um campo 
gravitacional não-estático e não-homogêneo, é sempre possível escolher um referencial 
localmente inercial (na vizinhança de um ponto) onde as equações de movimento em 
queda livre são as mesmas obtidas na ausência de gravidade. Este princípio estabelece a 
igualdade entre massa inercial e massa gravitacional [34].
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• Forma forte: É  sempre possível escolher um referencial localmente inercial na vizinhança 
de um ponto, onde as leis da natureza são as mesmas que se obtém na ausência de gravi­
dade [34].
O princípio da equivalência na sua forma fraca pode ser aplicado partindo de um 
referencial localmente inercial de coordenadas xp, onde as equações de movimento para uma 
partícula são:
a/2 /V. ^
= °.  ( 2 3 2)
Para um referencial qualquer de coordenadas x'v, obtemos
d (  dxp dx'v \ dxp d2x'v d2xp dx'v dx'a
+ o , o ,— ; r-  = 0. (2.33)ds \ dx'v ds )  dx'v ds2 dx'vdx'a ds ds
Multiplicando a equação 2.33 por obtemos
d2x'p dx'p d2xp dx'v dx'a
+ = 0. (2.34)ds2 dxp dx'vdx'a ds ds
Esta equação pode ser expressa de forma mais simples
d2 x'p dx'v dx'aLJj »A/ . . „  LJjiF' LJjiF' ,  ,  _  _____ _
H *  + rv« S S  = 0  ( 2 3 5)
r p = dx'p d2x»
Va ÕXP dx'v 8x'a ’ V ^
onde os Tpa são os símbolos de Christoffel [41]. Esses coeficientes também podem ser expres­
sos em função de derivadas do tensor métrico através da relação:
rp = 1  nPx ( +  d3a\ d9va\ (2 37 )
va = 2 9 \ õ x a + dxv õxx )  . ( )
A  equação (2.35) descreve uma curva conhecida como geodésica. Esta expressão pode 
ser reescrita definindo-se u'p = dXp:ds
du'p
—  + r v u  u'a = 0. (2.38)
Uma linha geodésica corresponde à menor distância entre dois eventos em um espaço- 
tempo curvo. Nota-se que se o segundo termo da equação (2.38) se anula, obtém-se a equação 
de movimento para uma partícula livre no plano, que é uma linha reta. Os efeitos geométricos 
referentes à curvatura do espaço-tempo aparecem no segundo termo através de derivadas da 
métrica, resultando em um efeito de aceleração sobre a partícula [34].
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2.4 D e r iv a d a s  e  t r a n s p o r t e  p a r a l e l o
De maneira geral, quando diferenciamos um quadrivetor, não obtemos um tensor [44]. 
Para um quadrivetor A'v diferenciado com respeito à coordenada x'a resulta:
dA'v dx'v dxT dAn õ2x'v dxT = _______________ 1______________ An. (2.39)
dx'a dxn dx'a dxT dxn dxT dx'a
Devido ao segundo termo da equação (2.39), a derivada de um quadrivetor não se
transforma como um tensor. No entanto, para as coordenadas x'v e xv, a lei de transformação
deste termo é dada por:
d2x'v dxT dxp dx'v ^'V dx'v (2 4^
dxndxT dx,a pn dx,a dxx av dxn
Substituindo (2.40) em (2.39) obtemos:
dA^ 1 V 11 A lu -  dx^ d x
dx,a av dxn dx'°
dAn
dxT + r T A
(2.41)
Da equação (2.41) conclui-se que a quantidade
dAv
AV;v = ^  (2.42)
transforma-se como um tensor. Esta quantidade é denominada derivada covariante. Para um 
quadrivetor covariante, a derivada covariante pode ser expressa como:
dA
A = v - V a A (2 43)A v v = dxv 1 vvAa. (2.43)
A  partir do conceito de derivada covariante, podemos definir também para um quadri­
vetor a chamada derivada absoluta como [45]:
D A a dx&a
A % ^ - . (2.44)
d\ d\
A expressão (2.44) pode ser reescrita como:
DAa  = A  + r a A„ x  (245)
dX dX + ^  dX.
Um quadrivetor A a é dito paralelamente transportado ao longo de uma curva parame­
trizada por X se:
D A a
—  = 0. (2.46)
dX
O transporte paralelo requer a transposição do quadrivetor ponto a ponto ao longo da
curva, preservando-se módulo, direção e sentido do vetor, conforme indicado na figura 2 .2 .
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E
Figura 2.2: Um vetor paralelamente transportado entre os pontos A e B de uma curva. Fonte: o autor.
2.5 T e n s o r  d e  c u r v a t u r a
A equação (2.40) pode ser reescrita como:
d2x'ß r r  õ E j  _  dxT õE/  (2 47 )
ov o  _. -t- Tno _ . / x O _ . 7/ 'dx°dxv av dxT Tn dx° dxv
Diferenciando a equação (2.47) com respeito a xx obtemos
d3x'ß dYTov dxlß t d2x’p
õxxõxadxv õxx dxT avõxxõxT
dr .  dx'p dx'T dx'n ... (  82x'T dx'n dx'T d2x'n \
 — ------------- r 'M ---------------------------. (2.48)
dx'p dxx õxa dxv Tn \ õxxõxa dxv õxa dxxdxv J
Se subtrairmos a equação (2.48) da equação que se obtém trocando-se os índices X e
v em 2.48 obtemos:
dTT„„ d dx'ß d2x'ß d2x'p
dxx dxv )  dxT ov dxxdxT ox dxvdxT
dT'n ( dx'p dx'v dx'p dx'v\ dx'T—   .  —
dx'p V dxx dxv dxv dxx )  dx
_ v ,ß ( d2x'T d x n _  d2x'r 0 (2 49)
TV \ dxxdxo dxv dxvdxo dxx )  '
o
A equação (2.47) pode ser utilizada para eliminar as segundas derivadas em (2.49), 
resultando em:
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d r Tav d raX
dxX dxv
T^e t^ t t^ € t~t
aXr Xe r aXr ve
dx'p dx'e dx'n dxT 
dxX dxa dxnu dx'v
Podemos identificar a quantidade
d T'vLy-L en d r'vep
dx'p dx'n
r'o r 'v  r'o r'venr po r epr n$
(2.50)
R TavX
d r r ^ av drax
dxx dxv
e T e T
r aXr Xe r aXr ve (2.51)
como um tensor misto conhecido como tensor de curvatura de Riemann-Christoffel [34,44]. As 
formas contraídas
Rvv = R Tvtv , e R  = gvv R^v (2.52)
são chamadas de tensor de Ricci e escalar de curvatura, respectivamente [37].
As componentes do tensor de Riemann podem ser expressas em termos de derivadas 
do tensor métrico:
92g v^ d2 gav d2g^ x d2gax  —   —   _|_ -----------
dxxdxa dxxdxv dxvdxa dxvdxv
+ g«n ( C  rax — ). (2.53)
O tensor de Riemann possui as seguintes propriedades:
• Simetria: R^vx  = Rvx^o
• CiCtíddade: R a^vX + R v^Xa + R X^av 0
• Anti-Simetria: R a^vX R a^ vX R a^Xv R a^ Xv
2.6 M é t r ic a  d e  S c h w a r z s c h il d
A métrica de Schwarzschild é uma solução das equações de campo de Einstein que 
descreve o espaço-tempo nas proximidades de um objeto esférico massivo. O elemento de linha 
da métrica de Schwarzschild em coordenadas esféricas é dado por
R /j,avX gTjiR  avX 2
í  2M '\  1
ds2 = — ^1  J  (cdt)2 + ---2M J -r2 + f 2 ( - ^ 2 + sen29-4>2) (2.54)
onde M ' = GM /c2, sendo M  a massa, G  = 6,67408 x 10—11m3/kgs2 a constante gravitacional 
e c a velocidade da luz [39]. Nota-se que se M ' = 0 obtém-se a métrica de Minkowski em 
coordenadas esféricas.
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A partir da equação (2.54) observa-se que a métrica de Schwarzschild possui pontos 
singulares em r = 0 e r = 2M '. O ponto r = 2M ' é chamado raio de Schwarzschild, e a região 
0 < r < 2M ' é conhecida como horizonte de eventos. O espaço-tempo de Schwarzschild pode 
ser dividido em duas regiões:
• r > 2M ': Nesta região, o coeficiente 1 — é positivo, portanto as coordenadas r e t 
preservam a ordem dos sinais das componentes do tensor métrico.
• 0 < r < 2M ': Nesta região, o coeficiente 1 — é negativo, portanto as coordenadas 
r e t invertem seu comportamento. Neste caso r se comporta como uma coordenada tipo 
temporal e t como uma coordenada tipo espacial.
2.7 M é t r ic a  d e  R e is s n e r -No r d st r ô m
A métrica de Reissner-Nordstrom é a solução das equações de campo de Einstein que 
descreve o espaço-tempo nas proximidades de um objeto esférico massivo carregado eletrica­
mente. O elemento de linha para a métrica de Reissner-Nordstrom em coordenadas esféricas é 
dado por
ds2 = — ( 1 — Q  I (cdt)2 + —-------1----^ dr2 + r 2(dd2 + sen2Ôd02) (2.55)r r 2
onde Q 2 = ^^ ,<4 , sendo q a carga elétrica e e0 = 8,854187817 x 10_ 12F/m  a permissividade 
do vácuo [39]. Nota-se que se Q = 0 obtém-se a métrica de Schwarzschild em coordenadas 
esféricas.
Além da singularidade trivial r = 0, os demais pontos que definem o horizonte de 
eventos da métrica de Reissner-Norström são obtidos a partir do discriminante
A  = r2 — 2M 'r + Q 2 (2.56)
cujas soluções são r+ = M ' + ^/M 12 — Q 2 e r- = M ' — ^ M 12 — Q 2. Para que as raízes sejam 
reais e distintas devemos ter M '2 > Q2. De maneira similar ao que ocorre com a métrica de 
Schwarzschild, o espaço-tempo de Reissner-Nordström é dividido em três regiões distintas:
• r > r+: Nesta região, o discriminante A  é positivo, portanto as coordenadas r e t preser­
vam a ordem dos sinais das componentes do tensor métrico.
• r- < r < r+: Nesta região, o discriminante A  é negativo e as coordenadas r e t invertem 
seu comportamento, sendo r uma coordenada tipo temporal e t uma coordenada tipo 
espacial.
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• 0 < r < r- : Nesta região, o discriminante A  também é positivo, e as coordenadas r e t 
preservam a ordem dos sinais das componentes do tensor métrico.
Nota-se que se M '2 = Q2 a região definida por r- < r < r+ não existe.
A  figura 2.3 mostra um gráfico referente à componente g00 para as métricas de Reissner- 
Nordström (linha contínua) e Schwarzschild (sg00, linha tracejada). Neste gráfico pode-se ob­











Figura 2.3: Componente g00 para as métricas de Reissner-Nordstrom (linha contínua) e Schwarzschild 
(sgoo, linha tracejada). Fonte: o autor.
Analisando-se a figura 2.3, observa-se que na região definida por r > r+ a componente 
goo da métrica de Reissner-Nordstrom preserva o comportamento da métrica de Schwarzschild 
na região r > 2M', preservando-se a ordem dos sinais das componentes do tensor métrico. 
A  inversão dos sinais ocorre na região r- < r < r+, mas diferente do que ocorre na métrica 
de Schwarzschild, nessa região o gráfico apresenta uma transição para outro regime, definido 
pela região 0 < r < r- onde os sinais das componentes do tensor métrico são novamente 
preservados.
2.8 M é t r ic a  d e  R e is s n e r -No r d s t r ô m -d e  S it t e r
A métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter é a solução das equações de campo de 
Einstein que descreve o espaço-tempo nas proximidades de um objeto esférico massivo carre­
gado eletricamente considerando-se a constante cosmológica. É  uma generalização da métrica
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de Reissner-Nordstrom e da métrica de Schwarzschild-de Sitter (que considera apenas a massa 
e a constante cosmológica). O elemento de linha da métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter 
em coordenadas esféricas é dado por
onde b = A/3 sendo A a constante cosmológica. No caso b = 0 obtemos a métrica de Reissner- 
Nordström, e no caso Q = 0 obtemos a métrica de Schwarzschild-de Sitter. No caso em que 
b = 0 e Q = 0 obtém-se a métrica de Schwarzschild.
O horizonte de eventos da métrica de Reissner-Norström-de Sitter é determinado pelas 
raízes do discriminante
Se Q = 0, a equação (2.57) possui três raízes reais positivas: o horizonte interno 
(também chamado horizonte de Cauchy) r- , o horizonte de eventos do buraco negro r+ e o 
horizonte cosmológico rcoSm, tal que r- < r+ rcosm [29]. A  quarta raiz é negativa e não tem 
significado físico [30].
A  partir da expressão da métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter nota-se que na re­
gião próxima da fonte do campo gravitacional (ou seja, quando r ^  0 ) os termos e ^  
tornam-se mais relevantes, e conforme a partícula se afasta da fonte do campo gravitacional 
(r ^ ^ )  o termo br2 torna-se mais relevante.
ds2 dr2 + r 2(dd2 + sen20d4>2)
(2.57)
A  = r 2 — 2M 'r + Q 2 — br4. (2.58)
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3 T E O R IA  C IN ÉT IC A  R E L A T IV ÍS T IC A
3.1 D in â m ic a  d e  u m a  c o l is ã o  b in á r ia
Considere uma colisão elástica entre duas partículas idênticas cuja massa de repouso 
é m [42]. Antes da colisão as partículas são caracterizadas pelas quantidades de movimento p e 
pl e energias cp° e cpl onde
p° = \/ |p|2 + mc2 e p l = y j  |pl|2 + mc2. (3.1)
A  lei de conservação de momento linear pode ser expressa como:
P1  + Pi = p'1  + p'i (3.2)
onde as quantidades p'1 e p 'i denotam os quadrivetores quantidade de movimento após a coli­
são. Esta colisão é representada pela figura 3.
—►
P -
Figura 3.1: Representação de uma colisão binária. Fonte: o autor.
A  determinação da velocidade relativa entre duas partículas de massa m e velocidades 
v e p  pode ser efetuada considerando-se um sistema de referência em que a partícula com 
velocidade v está em repouso [42]. Neste caso
1 0 i -* -*P iP i  = PoPi + p ■ P l = -
m2c2
V 1 -  víel/c2
(3.3)
onde vrel é o módulo da velocidade relativa, isto é, a velocidade da partícula denotada pelo 




vrel = c ,/ 1 -  ( P U  ' (34)
Pode-se expressar p p  em termos das velocidades das partículas v e vj como:
n _  -m 2c2 + m2v • vj _  ^  v v j\  0 0
P P i  = , ' = 1 -------i p>0- (3.5)
M j v /1 -  v2/ c V  1 -  v2/c2 V c c 1 1  K J
Substituindo (3.5) em (3.4) obtém-se:
vrel =  -2\ (v -  v j)2 -  12 (v X v l)2- (3.6)1 -  (v • í)1] / c l  c2
Considere o processo de colisão entre um feixe de partículas com velocidade v e den­
sidade do número de partículas n' com outro feixe de partículas com velocidade vj e densidade 
do número de partículas n' 1 [42]. Como o número de partículas em um elemento de volume dV 
dado por n'dV  é um invariante escalar, a transformação da densidade do número de partículas 
é dada por:
' n p0
n = —. = = —  n, (3.7)
a/ 1  -  v2/c2 mc
onde n é a densidade do número de partículas no referencial em repouso. O número de colisões 
que ocorre no elemento dV  no intervalo de tempo dt entre os dois feixes de partículas no 
referencial das partículas com velocidade v é dado por:
dN  = a*vreln'n'1dVdt, (3.8)
onde a* é a seção transversal de choque. Sendo as quantidades dN , dVdt, n' = n e n '1 = 
n1^\/1 -  v2el/c2 invariantes escalares, a* também o é. Em um referencial arbitrário a equação 
(3.8) pode ser reescrita como:
dN  = a*vreln'n '1dVdtP jp ^ , (3.9)
pjp0
Usando (3.5) e (3.6) a equação (3.9) torna-se
dN  = a*gmn'n' 1dVdt. (3.10)
onde gm denota o módulo da velocidade relativa de M 0ller
gm = \ l (v  -  v j)2 -  (v X v j)2. (3.11)
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3.2 E q u a ç ã o  d e  B o l t z m a n n  R e l a t iv ís t ic a
Uma partícula de massa m de um gás relativístico pode ser caracterizada instantanea­
mente por suas coordenadas de posição (x^ = (ct, x)) e momento linear (p  ^= (p°,p)) [14],
O estado do gás no espaço de fase gerado pelas coordenadas x  ^e p  ^ é caracterizado 
por uma função de distribuição f  (x,p, t), Esta função é definida de modo que f  (x,p, t)d3xd3p 
é o número de partículas contidas no elemento de volume d3x cuja variação na quantidade de 
movimento é d3p no tempo t, tal que
f  (x,p,t)d3xd3p = f  (x,p,t)dx 1dx2dx3dp1dp2dp3 (3,12)
O número de partículas no elemento de volume d3xd3p é um invariante escalar, O 
elemento d3p não é um invariante escalar, porém a razão d3p/p° é um invariante escalar se papa 
é constante [42], Portanto temos que d3p/p° = d3p' /p'0, Se escolhemos um referencial em 
repouso onde p  = 0 , d3x' será o volume próprio e temos
d3x = y/l — v2/c2d3x' = — d3x' (3.13)
1
1
Com base na equação (2.22) temos




d3xd3p = — d3x '— d3p' = d3x'd3p' (3.15)1  p'0
Portanto o elemento de volume d3xd3p é um invariante escalar, e como o número de 
partículas contidas neste elemento de volume também o é, a função de distribuição f  (x ,p ,t) 
também é um invariante escalar [42].
O elemento de volume no espaço de fase no instante de tempo t pode ser denotado por
dp(t) = d3xd3p. (3.16)
O número de partículas contidas neste elemento de volume no instante de tempo t é
dado por
N  (t) = f  (x,p,t)dp(t) (3.17)
No instante de tempo t + A t  o elemento de volume no espaço de fase será denotado 
por dp(t + A t) e o número de partículas contidas neste elemento será dado por
N (t + A t) = f  (x + Ax,p  + Ap, t + At)dp(t + At). (3.18)
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Devido às colisões, ocorre uma variação no número de partículas dada por
A N  = N (t  + At) — N (t) = f  (x + Ax,p  + Ap, t + At)dp(t + A t) — f  (x,p., t)dp(t). (3.19)
As variações das posições e quantidades de movimento são
Ax = vAt, Ap = F  At (3.20)
onde d7 (x, p,t) é a força externa exercida sobre as partículas e v = cp/p° é a velocidade de uma 
partícula relativística com quantidade de movimento p. A  relação entre dp(t + A t) e dp é dada 
através do Jacobiano da transformação
dp(t + A t) = \J\dp, J
d(xl (t + A t),x 2(t + A t), ...,p3(t + A t))
d(xl (t),x 2(t), ...,p3(t)) 
Considerando até os termos lineares em A t na expressão (3.21) obtemos
d F i
J  = 1  + - p  A t + 0 [(A t )2].
(3.21)
(3.22)
Expandindo em série de Taylor f  (x + Ax, p + Ap, t + A t) em torno do ponto (x, p, t) 
e considerando somente termos lineares em A t [46], obtém-se
f  (x + Ax,p  + Ap,t + A t) «  f  (x,p,t) + d  A t  + d x  A x i + ^  Api + O [(A t)2]. (3.23) 
Substituindo (3.21), (3.22) e (3.23) em (3.19) resulta
A N
~Ãt
d f  i d f , d f  d F i 
—  + F —  + F i—  + f — T 
dt dxi dpi dpi
dp(t) d f  + i d f  + d f F  F
dt dxi dp1
dp(t) (3.24)
Expressando a força externa em termos do quadrivetor força K  (também chamado 





A  equação (3.24) pode ser expressa como





O fator pode ser expresso como
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A N  (A N )+ -  (A N )- 27)
A t = A t . ( J
Considere o processo de colisão entre um feixe de partículas com velocidade vj = 
cpi/p0 com outro feixe de partículas com velocidade v = cp/p° [42]. O número de partículas 
espalhadas que deixam o elemento de volume d3xd3p do espaço de fase p através de um ele­
mento de ângulo sólido dü pode ser obtido da equação (3.10). Pode-se identificar dV = d3x, 
a* = adü (onde a é a seção de choque transversal), n' = f  (x,p, t)d3p e n\ = f  (x1 ,p1 ,t)d3p1. 
O número total de partículas espalhadas é obtido através da integração sobre todos os momentos 
d3pj e sobre todo ângulo sólido dü:
(A N )- = - f  (x ,p ,t)f  (x 1 ,p1 ,t)gmadQcdip 1 d3xd3pAt. (3.28)
2 Jn Jp i
onde (A N )- representa o número de partículas que deixam o elemento de volume d3xd3p do 
espaço de fase p [46]. O fator 1/2 foi introduzido pois as partículas são consideradas idênticas. 
De maneira análoga, se considerarmos uma colisão de restituição onde um feixe de partículas 
com velocidade v 'j = cp^/p/j colide com outro feixe de partículas v' = cp'/p'0, o numero total 
de partículas espalhadas que deixam o elemento de volume d3x'd3p' e entram no elemento de 
volume d3xd3p do espaço de fase p é dado por
(A N )+ = - í  í  f (x , r[ J , t ) f (x 1 ,'p' 1 ,t)g'ma'düd3p'jd3xd3p'At'. (3.29)
2 J  n Jpr1
Para partículas relativísticas em geral gm = g'm. De acordo com o teorema de Li- 
ouville, se acompanharmos o movimento de um volume ocupado por um dado conjunto de 
pontos, este volume permanece inalterado com o passar do tempo embora mude de forma con­
tinuamente [42]. Neste caso temos:
gmAtadüd3pjd3xd3p = g'mAt'a'dÜd3p 'jd3xd3p'. (3.30)
onde gmAtadüd3pj representa o volume ocupado no espaço de fase p pelas partículas com 
velocidade vj = cpj/p0 e d3xd3p o volume ocupado pelas partículas com velocidade v = cp/p°. 
Além disso, gmA t  é a altura e adü a base de um cilindro de colisão [14], conforme mostrado 
na figura 3.2.
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Figura 3.2: Representação do cilindro de colisão. Fonte: o autor. 
Como d3xAt = d3x1 A t1, obtemos de (3.30):
/ gmadüd3pid3p = g,ma'dQd3p,1d3p'.
Jn  Jn




d f d f K >-
d3xd3p = 2  í (f l  f  -  f if )g mcdüd3pid ixd3p (3.32)
onde
f i  = f  (x ,d>'i,t ) , f  = f  (x,p,,t ) , f i = f  (x,rP i , t) , f  = f  (x ,p ,t ) . (3.33)
Denotando por F  o fluxo invariante
F  = gm = ppp f P — P f - f J d f * .  (3.34)c c V c2
a equação (3.32) reduz-se a
?  f  + m f K  = \ f  f  f 1 -  f f  = Q f . f 1). (3.35)
que é a equação de Boltzmann relativística [46]. O termo do lado direito Q (f, f ) é chamado 
termo de colisão. Substituindo a força externa F  da equação (3.25), o quadrivetor força de 
Minkowski da equação (2.24) e utilizando a notação dos símbolos de Christoffel, a equação
(3.35) pode ser reescrita como
(3.36)
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3.3 F u n ç ã o  d e  D is t r ib u iç ã o  e m  E q u il íb r io
Para uma distribuição em equilíbrio f  = f (0) o operador de colisão na equação de
Boltzmann (3.36) é nulo e, para um gás relativístico, f (0) é a função de distribuição de Maxwell- 
Jüttner [42], que é dada por
Na equação (3.37), n é a densidade do número de partículas, T  é a temperatura, U T é 
a quadrivelocidade e k é a constante de Boltzmann. Além disso,
Kn(Z ) = ( 2 ) " ' / ° °  exp(-zy)(y2 -  1 )n-1/2dy (3.38)
2
denota a função de Bessel modificada de segundo tipo [47,48], com (  = . O parâmetro (  é
a razão entre a energia de repouso da partícula mc2 e a energia térmica do gás kT . Esta razão 
estabelece dois limites:
• Limite não relativístico: (  »  1, indicando que a energia térmica do gás é muito menor 
que a energia de repouso da partícula.
• Limite ultra-relativístico: (  ^  1, caso em que a energia de térmica do gás é muito grande 
em relação à energia de repouso da partícula.
onde —g é o determinante do tensor métrico giV . O primeiro momento da função de distribuição 
é chamado de quadrifluxo de partículas N 1
(3.37)
Os momentos da função de distribuição em equilíbrio são definidos por
(3.39)
O segundo momento da função de distribuição f (0) é o tensor energia-momento T
(3.41)
Substituindo (3.37) em (3.41) obtém-se, em equilíbrio
/ pßpvexp (3.42)
Para resolver a integral na equação (3.42) pode-se utilizar a fórmula [42]
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p ftf exp(—p V ) ^  = 4n(mkT )2K 2(C )gvv + 4nm3kTKa (Z )U vU v 
p
(3.43)
onde bT = —UT/kT . Substituindo esta solução em (3.42) obtém-se:
T vv = mc2n kT  + K ,K ) Í W v> g +mc2 K 2(Z) c2
Utilizando-se as definições de energia por partícula e = mc2 
p = nkT  a equação (3.44) pode ser reescrita como:
T vv = ( en+ P  ) U U  + pg^






= -kc f  p f f (0)ln f (0)^ —gd^  = nsUv 
J  P
(3.46)
onde s = k inkTm'-cK2(Z^  + z M g  -  jn ; “ é a entropia por partícula.
A  função de Gibbs por partícula gb = e -  Ts + p/n pode ser identificada com o 
potencial químico p [11]:




Utilizando-se a equação (3.47) pode-se reescrever a função de distribuição em equilí­
brio (3.37) como:
f (0) = exp ( P  — 1
kT
U T Pt 
kT
(3.48)
3.4 C o n d iç õ e s  d e  E q u il íb r io
O lado direito da equação de Boltzmann (3.36) se anula para f  = f (0), no entanto o 
lado esquerdo da equação impõe restrições aos campos que aparecem na função de distribuição 
[11]. Considerando f (0) dada pela equação (3.48) temos:
d f (0) 
dxv
d exp (£  — 1 + TTÕ
dxv
(  P T , U TP7 




p  _  1 + U TPt
kT
d f p \ d í  UT p.
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Usando a propriedade tensorial:








-p»pv _  A  + ™  A
dx» kT v» kT  + dxv kT »v kT
(3.56)
Trocando-se os índices mudos p e v na equação (3.56) e utilizando-se a notação dp  = 
dv para derivadas e dp Ut  — r i JU r  = [Ut ] para derivadas covariantes, a equação (3.56) pode 
ser reescrita como:
pv dv AkT\ 2
p»pv \Uv~ + U i
kT _ ;» kT _
(3.57)
Como esta equação vale para todos os valores de pv então:
dv
r p -
_  0 ,
\Uv~ + U i




A  expressão do lado direito da equação (3.58) é chamada de equação de Killing, e Ut  




A partir da equação (3.59) obtém-se a expressão
T  (U í v  + UVí )  = U d  T  + Uv 0^  T  (3.60)
que, multiplicada pelo tensor métrico gíV resulta em
T  ( U *  + U v í )  = U^õv T  + U v d T  (3.61)
A  equação (3.61) por sua vez pode ser multiplicada por UvU í , resultando em
T  (Uv U ^ U *  + Uv U í U v í )  = Uv U í U ídv T  + Uv U í U v õ^T. (3.62)
Definindo-se T  = U í dí T  e utilizando as relações U í Uv = —c2 e dí U v = 0 na 
equação (3.62) obtém-se
(Uv dv T  ) (—c2) + (U^d^T ) (—c2) = U ^ T  = T  = 0 . (3.63)
Multiplicando-se a equação (3.61) por U í  obtém-se de maneira similar
c2
U í + T  V^T  = 0, (3.64)
onde foram utilizadas as seguintes definições:
T  = U í díT, U í = U v Uív v V íT  = k^Tv v, (3.65)
com kív = gív + c-2UíUv .
As equações (3.63) e (3.64) indicam que, no equilíbrio, o gás deve ter uma temperatura 
estacionária e sua aceleração deve ser contrabalanceada por um gradiente espacial de tempera­
tura [11]. Em geral, a condição de equilíbrio dada pela equação (3.64) não é compatível com 
um movimento geodésico de um fluido, que requer Uí  = 0 [11], embora existam algumas si­
tuações como, por exemplo, um toro em equilíbrio [49-51] onde mesmo a temperatura do gás 
não sendo uniforme, a condição de equilíbrio é compatível com o movimento geodésico.
3.5 L e i  d e  T o l m a n  e  L e i  d e  K l e in
Seja um fluido em repouso tal que sua quadrivelocidade é dada por U í  = (
[11]. Utilizando-se a definição (3.65) obtém-se
[UíT- %  + [UvT - l ] í  = Uí]V + Uv-í — T -1 (Uí T v + UVT  „) = 0. (3.59)
U í = U V Uí; V , U í  = U V U í ; V . (3.66)
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Calculando-se a derivada covariante U1^ de acordo com a equação (2.42) resulta
dU iU»v = —  + r vU . (3.67)
Substituindo (3.67) em (3.66) obtém-se
dU 1  c2
u 1  = U v 7—  + U v r vaU ° = U 0U 0r 0^ = —  C  (3.68)dxv g00
Utilizando-se a equação (2.37) obtém-se que r ^0 = -  2g1 vg00v. Portanto a equação 
(3.68) pode ser expressa como
c2
U 1  = — g1v g00v . (3.69)
2g00
Da equação condição de equilíbrio (3.64) tem-se que
c2
U i + t  V iT  = U i + c2(ln T ) i  = U 1  + c2g1v (ln T ) ^  = 0, (3.70)
e da relação (3.69) obtemos
U 1  = ^  giv  = Z  g<- (ln[-gcc]) ,„ = ê< T  (ln C = S0 )v . (3.71)
2 g00 2
Portanto, substituindo-se (3.71) em (3.70) resulta
c2giV [(ln i  + (ln T ),1 = c2giV [(ln ^ - ^ T ),1 = 0 (3.72)
que implica em
[(ln p -g00T), i] = 0, (ln ^ - g ^ T ) = constante (3.73)
e consequentemente
V - g 00T  = constante (3.74)
A  equação (3.74) é chamada lei de Tolman [15], que relaciona a temperatura do fluido 
com componente do tensor métrico g00. A  lei de Klein segue da lei de Tolman e da primeira 
condição de equilíbrio em (3.58), e estabelece uma relação entre o potencial químico e a com­
ponente g00, de modo que y/-g00p = constante [16].
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4 CO O RD EN AD AS D E F E R M I E  D ESV IO  G EO D ÉSIC O
4.1 O f o r m a l is m o  d a s t e t r a d a s
O procedimento padrão para resolver problemas em Relatividade Geral é considerar 
as equações relativísticas para o sistema em uma base local de coordenadas adaptada ao pro­
blema em questão. Uma abordagem diferente porém vantajosa em alguns contextos, consiste 
em escolher uma tetrada conveniente de quatro vetores (entenda-se vetores como quadrivetores) 
linearmente independentes, projetando as quantidades relevantes na base escolhida e conside­
rando as equações satisfeitas por elas. Este é o formalismo das tetradas [2].
Em aplicações do formalismo das tetradas, a escolha da tetrada base depende da forma 
como as simetrias do espaço-tempo serão consideradas na resolução do problema.
Os vetores base contravariantes podem ser representados da forma
ea , a  = 0,1, 2, 3, (4.1)
e para os vetores base covariantes temos
&  = gaß êa. (4.2)
Para uma base ortonormal temos [21]
êa .eß = naß (4.3)
onde naß é o tensor métrico de Minkowski.
4.2 O SISTEMA DE COORDENADAS DE FERM I
Para uma dada curva qualquer em uma variedade riemanniana, é possível introduzir 
coordenadas próximas a esta curva de modo que os símbolos de Christoffel se anulam ao longo 
da curva, tornando a métrica localmente retangular [20]. Considerando que a curva em questão 
é uma geodésica, e escolhendo um conjunto de coordenadas que satisfaz a condição r aßV =
0 ao longo da geodésica, o sistema de coordenadas resultante é conhecido como sistema de
coordenadas normais de Fermi.
Estas coordenadas são um sistema co-móvel (um referencial que se move com a par­
tícula, cujo centro de massa está na origem), onde o tempo coordenado é o tempo próprio t no 
centro da geodésica e as coordenadas espaciais são geodésicas ortogonais de caráter espacial, 
parametrizadas pela distância própria [11]. A  figura 4.1 mostra a construção geométrica das 
coordenadas de Fermi.
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Na figura 4.1, as coordenadas de Fermi são determinadas por um ponto de referência 
P 0 em um sistema referencial ortonormal êM situado neste ponto. O eixo temporal G dessas 
coordenadas é a geodésica h (r ) tangente a ê0 em P0. O ponto P (x1), com coordenadas de 
Fermi x1  é obtido seguindo-se a geodésica G por um tempo próprio t  = x0 e então seguindo-se 
uma certa geodésica ortogonal a uma distância própria s = a/(x1)2 + (x2)2 + (x3)2. A  segunda 
geodésica h(x° ,xz s- 1 ,X) é escolhida requerendo-se que X = 0 no ponto onde esta intercepta G 
e que sua tangente tenha direção xts~1 relativa aos vetores base ê% transportados paralelamente 
de P 0 ao longo de G [20].
As coordenadas normais de Fermi ao longo de uma geodésica P ( t ), parametrizada 
pelo tempo próprio t , são caracterizadas por uma tetrada que satisfaz as seguintes condições:
• e0 = dPdTT), ou seja, ê0 é o vetor velocidade da partícula na geodésica.
• ea.êp = pap, para uma base ortonormal.
• D a  = 0 , ou seja, a tetrada é paralelamente transportada ao longo da geodésica.
As tetradas de Fermi podem ser expressas em função das coordenadas próprias do 
observador xp como [52]:
e / dt dr dÔ dd )  (4 4 )
ep Ç dxp ’ dxp ’ dxp ’ dxp)
Na equação (4.4), se f3 = 0, a coordenada x0 representa o tempo próprio do observador 
do sistema de Fermi.
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4.3 T e t r a d a s  d e  F e r m i p a r a  u m  m o v im e n t o  r a d ia l
Para demonstrar o formalismo, serão calculadas as tetradas base nas coordenadas de 
Fermi para a métrica de Schwarzschild, considerando-se uma partícula em movimento radial. 
A  relação entre a métrica de Schwarzschild e o tempo próprio é dada por:
ds2 = —X  (dx0)2 + X  ~ldr2 + r 2(d92 + sen29df2) = —c2dr2 (4.5)
onde X  = 1 — . Diferenciando-se a expressão (4.5) em relação a dcr e considerando-se o
movimento radial ( - f f  = d c J  = 0), obtém-se a primeira das equações de movimento:
X t 2 — X - lr 2 = 1 (4.6)
onde t = j x - e r = . O ponto sobre a coordenada representa a derivada em relação aod c r  d c r  r  r  5
tempo próprio. Para obter a outra equação de movimento, expressamos a lagrangiana para o 
deslocamento radial da partícula, considerando-se o caso de uma partícula livre com energia 
potencial nula [38]:
i^ n
L  = T  — V, T  = -  gal3 xa x0 , V  = 0, (4.7)
L  = — [X - lr 2 — X t 2] . (4.8)
O momento em relação à coordenada x0 é dado por:
d L  E
po = —j- = —m X t = ---. (4.9)
dt c
Definindo e = E/m c2, obtemos a segunda equação de movimento
e = X t.  (4.10)
Usando-se as equações de movimento, a primeira condição e a equação (4.4)obtemos
a tetrada:
í  dt dr d9 dj> \ r  .
eo = = X 0 0  . W .l»
Para a tetrada ê2, como as equações de movimento envolvem apenas as coordenadas 
r e t e não envolvem 9, devemos ter:
í  dt dr d9 ôj) \ n ^
e2 = \ d Õ , d ê , d Õ , d õ )  = (0 ,0■C2■0  . ( . )
Utilizando-se a condição de ortonormalidade obtém-se:
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e2.e2 = V22 = 1 = C2g22C 2 = C22r<2. (4.13)
Da equação (4.13) conclui-se que C2 = 1/r. Portanto temos que:
62 = (V  0,1, 0^ (4.14)
De maneira similar, utilizando-se a condição de ortonormalidade, o fato de que as
equações de movimento relacionam as coordenadas t e r e a independência linear entre as
tetradas, obtém-se [20]:
êi = ^X 0, 0
êa = ( ° ,  0, 0 ,---'— r )  . (4.15)
\ rsen(9))
Outra maneira de representar as tetradas base é a notação:
• d d
eo = t—  + r — , 
dt dr
r d ■ d
ei = -  -  + X t — , (4.16)X  dt dr
e = 1  d
e2 r dÔ,
1 d
ea = ítã XÃ' (4.17)rsen(9) dç
4.4 T e t r a d a s  d e  F e r m i p a r a  u m  m o v im e n t o  c ir c u l a r
Consideremos uma partícula teste com massa de repouso m que descreve uma órbita
circular (r = constante) no plano 9 = 2 .A  lagrangiana do sistema, calculada de modo similar
ao exemplo anterior, é dada por:
r 2Ç2 -  X t 2 (4.18)
A  partir da equação (4.18) pode-se inferir que f  e t são coordenadas cíclicas, portanto 
os momentos associados p$ e p0 são conservados, e temos:
d L  v . E
Po = -Tj- = - m X t  = --- ,
dt c
d L
Pt = —y  = m r2 <p = lf. (4.19)
d (p
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Utilizando novamente a definição e = E / mc2 e definindo também l = l^/mc obtemos 
as equações de movimento:
e = X t,  (4.20)
d = r 2 . (4.21)
As coordenadas t e d se relacionam com o tempo próprio t de acordo com
—X  (dt)2 + r2(dd)2 = —(cdT )2 (4.22)
que resulta em
- X  (t)2 + r 2(d )2 = -1. (4.23)
Elevando-se ao quadrado as equações (4.20) e (4.21) e substituindo-se em (4.23) 
obtém-se a relação:
e2 = X  (1  + ^  . (4.24)
O primeiro quadrivetor e0 da base ortonormal de Fermi é:
í  dt dr dÔ d d )  /• •,\
e0 = A ' lh ' L 'õ T j = d ° - 0' d) . (425)
Usando as equações (4.20) e (4.21) obtém-se:
í e  n n l )  e d l d
ê0 = \ x ,0, r2 )  = X ü ft + r2 ddp.
Para a componente ê2, utilizando-se a ortonormalidade de modo análogo ao caso da 
seção anterior obtém-se:
ê2 = Í 0 ,0 ,- , 0)  = ~ d L . (4.27)\ r )  r dÔ
Temos ainda que ê1 = ( J A , t t t , wT, drr) e ê3 = ( J A , tts, drs, drs). Sabemos~ 1 V oxT ' oxT ' oxT ' oxT / 3 V dx3 ' dx3 ' dx3 ' dx3 /
também que JxT = pp = 0 devido à componente ê2.
Consideremos ê1 = (B 0, B 1 ,0 ,B 3). Da equação do transporte paralelo temos que
dT
que resulta em
D ê  0 (4.28)
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dB-i
r L  B,
dx13
dr  ^ dr
(4,30)
d B 3 13. B,. X -  = 0. (4,31)
dT ' ^ í0  í  dT
Na equação (4.29) os únicos x0 que dependem de t  são x0 = t e x3 = j .  Neste caso
0 .io.
dx0 dB0
o único símbolo de Christoffel não nulo é r ° 0 Portanto:
dB0 ro B ___
dT ' 10  ^ dT dT ' X 2r 2
Procedendo de maneira análoga para as equações (4,30) e (4,31) obtém-se:
0. (4,32)
dBi Me X I
+ V  B 0 ---- B 3dT r 2 r 0,
(4,33)
B  + 4  BB = 0 .dT r3
(4,34)
As equações (4.32), (4.33) e (4.34) formam um sistema acoplado. Diferenciando 
(4.33) em relação a T, obtemos:
d2B i  Me dBo X l  d B 3 _
+  ^ ;  ;— — 0 .dT2 ' r 2 dT r dT (4.35)




X l 2 e2M  2 
X  2r4
B i = 0. (4,36)
Calculando-se os valores extremos da energia e na equação (4.24) obtém-se a relação:
Considerando a = 
relação entre os diferenciais:
M r 2
r — 3M
r-3M temos que l y/Mr
(4,37)
, Substituindo em (4,21) obtemos a
dT = \ — adó. 
M
Substituindo (4,38) em (4,36) resulta:
d2B i  a 2
 1 +---
dó2 r





+ a 2B i = 0 .
(4,38)
(4,39)





Em (4.40), Z i é uma constante a ser determinada. Substituindo (4.40) nas equações
(4.32) e (4.34) e utilizando-se as relações (4.24) e (4.37) obtém-se os valores de B 0 e B 3:
B 0 = - - ^ Z is e n (a f), (4.41)
X r
B 3 = - - ^ Z is e n (a f). (4.42)
X r
Utilizando-se as relações de ortonormalidade, obtém-se Z 1 = \ fX . Dessa forma:
ê1 = ( --- =  sen (af), V X c o s (a f) ,  0 ,----=  sen (af) ) . (4.43)
r X  r X
Para determinar a componente ê3 pode-se utilizar o mesmo processo utilizado para a
obtenção de ê1 ou as relações de ortonormalidade, que resultam:
ê3 = ( — V cos(af), V X sen (af), 0 ,—V—  cos(af) ) . (4.44)
r X  r X
Portanto, para uma partícula em movimento circular, uma base ortonormal para as
coordenadas de Fermi é [21,52]:
B 1 =  Z 1 cos(af). (4.40)
e v d l d




-  l-SV f 1  dt + V X  cos(af) d  -  VSV f )  d f 'r y X  dt dr r \ ]X  d f
1 d
r dd,
l cos(af) d ^  . ..d  v cos(af) d
 + V X  sen(af^—  + --- ^  —  . (4.45)
r V X  dt dr r V X  d f
4.5 E q u a ç ã o  do  d e s v io  g e o d é s ic o
Conforme mencionado na seção 3.4, a condição de equilíbrio dada pela equação (3.64) 
em geral não é compatível com um movimento geodésico de um fluido. Mas se os termos per- 
turbativos que afetam o comportamento da geodésica possuem dependência linear em relação 
às coordenadas espaciais, pode-se utilizar a equação do desvio geodésico [11].
Considere duas geodésicas com vetores tangentes U  e U' próximas e localmente pa­
ralelas, como mostrado na figura 4.2. Ambas as geodésicas são parametrizadas pelo tempo 
próprio t . Seja um vetor U chamado vetor de conexão que une pontos das duas geodésicas em 
intervalos A t .
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Por simplicidade, podemos adotar um sistema de coordenadas localmente inercial em 
A  no qual a coordenada x0 possui a mesma direção da geodésica, de modo que no ponto A





pois os símbolos de Christoffel se anulam em A. Os símbolos de Christoffel não se anulam em 
A', então a equação da geodésica U' em A  é
d2xc
dT 2 + r0„ (A ') = 0 .A
onde novamente em A  o sistema de coordenadas foi definido de modo que Uc 
como A  e A  estão separados por £, temos
(4.47)
ôa. Mas
r?0 (A ')«  r o ,„ e .  (4.48)
sendo que o lado direito de (4.48) foi calculado em A. Substituindo em (4.47) obtém-se
d2xc
dT2 A'
= _ r a cßr 00,ßC ■ (4.49)
A  diferença entre xa na geodésica U  e xa na geodésica U ' é simplesmente a compo­





_ r a Cßr 00,ßC ■ (4.50)
A  segunda derivada absoluta do quadrivetor Ca em A  é dada por
D 2Ca d2Cc
dT2 dT2
Substituindo (4.50) em (4.51) obtém-se
(4.51)
D  C
dT 2 = (rCo,o-£ß -  - r 0o,ß)Cß = R 0oßCß = R a^ u Yu vcß.
(4.52)
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Utilizando-se a propriedade de anti-simetria do tensor de curvatura, podemos escrever 
a equação (4.52) na forma
d 2p a
d p r  + R * V  UY U v e  = 0. (4.53)
A  expressão (4.53) é chamada de equação do desvio geodésico e é invariante, portanto 
vale para qualquer referencial [41]. Esta equação mostra matematicamente que forças perturba- 
tivas de um campo gravitacional (que causam divergência nas trajetórias de partículas próximas) 
podem ser representadas pela curvatura de um espaço-tempo no qual a trajetória das partículas 
















SY P^  dT dT
(4.54)
O termo entre colchetes na equação (4.54) pode ser expresso de outra forma. Rees­
crevendo a segunda condição de equilíbrio termodinâmico (3.64) como:
U  Y








d x = —VY U KU X — — VYT  
dT 2 = U T V  T (4.56)
O termo entre colchetes em (4.54) é:
d2xYpa aS d x    pa aS




Como V YT  é linear nas coordenadas espaciais e todo o termo é linear em ps, o gra­
diente de temperatura tem uma contribuição de até segunda ordem [11]. Assim, considerando 






As componentes do tensor métrico até segunda ordem em termos dos desvios da geo­






Além disso, nos termos que multiplicam í a pode-se aproximar a expressão da quadri- 
velocidade por (U M) = (c, 0 ) pois qualquer correção a g00 = - 1  leva a termos de ordem mais 
alta [11]. Neste caso, substituindo (4.58) em (4.54) obtém-se:
g0Ô = - 1 -  R 0nÔmx x '
= —2  R  - xnxm gôi 3 lh0nímx x ,
= A — 1  R  - xngij UV nlhinjmx x
£ X  + ? ?  + c2 r a + 2c ra +
dT2 = ((Ti + c 1 ® '0^  + 2cl ®  dT +
- c2r ?7e,s r j ,  + c2r j 0r^ ,e '. (4.62)
O segundo termo na equação (4.53) reduz-se a:
R ajiu U J  U ve  = c2 ga* R ^ í 1 . (4.63)
Pode-se identificar as componentes espaciais de í a com as componentes xa do sistema
de tetradas. Substituindo (4.62) e (4.63) em (4.53), a equação do desvio geodésico pode ser
expressa como:
rí2  ^a s~J zyP
+ 2cr?0 - j-  -  c2r j 7 I j ,  + + 0 (4.64)
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5 A C REÇ Ã O  H ID R O D IN Â M IC A
5.1 A c r e ç ã o  d e  m a s s a  e  eq u a ç ã o  d e  B e r n o u l l i
O processo através do qual objetos compactos (como por exemplo buracos negros, 
estrelas de nêutrons e anãs brancas) capturam matéria das proximidades é denominado acreção 
[31]. Nas condições tipicamente encontradas no meio interestelar e em sistemas de estrelas 
binárias, pode-se considerar que o processo de acreção em torno de objetos compactos pode ser 
descrito em termos hidrodinâmicos.
Considere um processo de acreção de um gás em torno de um objeto compacto de 
massa M . O processo é estacionário e esfericamente simétrico. Podemos assumir que o fluxo 
de gás é adiabático em primeira aproximação, ou seja, a perda de entropia pode ser considerada 
como uma pequena perturbação. O gás é caracterizado por um índice adiabático y  e a pressão 
P  está relacionada com a densidade de massa p de acordo com
P  = KpY. (5.1)
onde k e p são constantes. A  velocidade do som a é definida por a = (dP/dp)1/2 = ( jP / p ) 1/2. 
Pode-se assumir também que o gás está em repouso no infinito, onde a densidade é p^, a 
pressão é P'x  e a velocidade do som é a^.
As características básicas do processo de acreção são descritas razoavelmente bem 
empregando-se a gravitação Newtoniana, principalmente considerando-se grandes distâncias 
em relação ao objeto compacto, isto é, r »  G M /c2. O que diferencia processo de acreção 
em torno de um objeto compacto é o comportamento próximo do horizonte de eventos r =
2GM/C2. Nesta região deve-se utilizar a gravitação relativística. O fluxo de acreção é dado
pelas equações de balanço de massa (chamada equação da continuidade)
P  = 0 (5.2)0xi
e balanço de momento linear (chamada equação de Euler)
j  ™  + A  = 0 . (5.3)
OXj p OXi OXi
onde Vi,j é a velocidade do gás, xi,j denota as coordenadas espaciais e 0  é o potencial gravi- 
tacional Newtoniano. Considerando que os campos dependem somente da direção radial, as 
equações (5.2) e (5.3) podem ser expressas em coordenadas esféricas como
1 d(r2pV) = 0. (5.4)r 2 dr
47
TrdV  1 dP dó
V  ~rí + ~rí + 7T = 0  ( )dr p dr dr
com V  denotando a componente radial da velocidade.
A  integração da equação da continuidade (5.4) resulta
2 Mdr pV = constante = — , (5.6)
definindo a taxa de acreção de massa M  como
M  = 4nr2pV. (5.7)
A  equação de Euler (5.5) pode ser reescrita como
V V ' + - dn dt  + Ó = V V ' + + Ó  = 0 (5.8)
„  , 1 dPdp + p
p dp dr p2
onde V ;, P ' e denotam respectivamente as derivadas de V , P  e 0 com respeito a r. Integrando 
a equação (5.8) obtém-se
V 2 a2 a2
 1 + ó = constante = -----  (5.9)
2 y  — 1 y  — 1
onde considerou-se que a velocidade radial e o potencial Newtoniano se anulam no infinito.
Esta equação é chamada equação de Bernoulli, que estabelece uma relação entre a velocidade
do gás V , a velocidade do som a e o potencial Newtoniano ó-
5.2 R a io  t r a n s ô n ic o  e  a u t o v a lo r  d e  a c r e ç ã o
A equação da continuidade (5.4) pode ser reescrita como
1 d(r2pV ] r2 pV' + r 2Vp' + 2rpV = ^  + P  + 2 = 0 . (5.10)r 2 dr r r • r V  ‘ p ‘ r
De (5.8) tem-se que a equação de Euler pode ser expressa como
V V ' + ^  + ó' = 0. (5.11)
P
Resolvendo o sistema formado pelas equações (5.10) e (5.11) para V  e pp obtém-se
V ' 2a2/r — ó' p' 2V2/r — ó' (5.12)
V  v2 — a2 p v2 — a2
A equação (5.12) sugere a existência de um ponto crítico r = rs para o qual tanto os 
numeradores como os denominadores se anulam, de modo que
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t/2 _  2 _  I  = 1 G MVs as 2 2 r ' (5.13)
Este ponto crítico r _  rs para o qual a velocidade do gás equivale à velocidade do
som corresponde ao chamado raio transônico. Substituindo (5.13) na equação de Bernoulli (5.9)
obtém-se expressões explícitas para o raio transônico e para a velocidade do gás e velocidade 
do som no ponto transônico:
2  T t2   (  2 A 2 (  5 -  37 \ G M
aS _  V? _ ( v - 7 j a~- rs _ l ^ J  0 /  (514)
Utilizando-se a2 = y P/ p  e a equação (5.1) para calcular a^  e p^ pode-se expressar
/ a \ 2/(7“ 1}
p = P ^ (  —  . (5.15)
\ a<x J
Substituindo (5.14) e (5.15) em (5.7) obtemos a taxa de acreção de massa no ponto 
transônico
a ,2/(7-!) ÍG M \  2
M  _  4np^VsrS, ( —  _  4nAA  p^a^, (5.16)
aœ / V aoo /
onde o autovalor adimensional de acreção Xs para o ponto transônico é dado por
/ 1 \ (7+1)/2(7-1) / 5 3y \ _ (5_37)/2(7-1)
As ^ i )  . (5.17)
Com base na equação (5.17), alguns valores de As calculados como função de y  são 
mostrados na tabela 5.1. Os valores de As para y  = 1  e y  = 5/3 são obtidos calculando-se os 
limites y  ^  1 e y  ^  5/3 na equação (5.17).
Tabela 5.1: Alguns valores de As como função de 7 . Fonte: o autor.








Para um gás ideal de peso molecular médio i ,  utilizando-se (5.1) e (5.15) temos
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P PkT 2 YkT T  T  (  p \ 7 1  (518)P = --- . a = ---- . T  = T^ —  ■ (5.18)
ßimu ß'mu Vp J
onde mu = 1.66057 x 10—24g é a unidade de massa atômica [31] e k = 1.38065 x 10—23 J / K
é a constante de Boltzmann [39].
Como exemplo, é possível utilizar a equação (5.18) para calcular a taxa de acreção M  
para um componente ionizado do meio interestelar (assume-se que seja composto de hidrogênio 
puro com ß = 1/2). Considerando-se 7  = 5/3 obtemos
M  = 8 . 77 X 10 ( M g ) ( 1 0 - 24<//cm3)  ( i 0 fcm/s) M ° yr (5.19)
= 1. 20 x i0 “  ( 0  ( iõ - 2^ )  f e ) " * g/s (5.20)
onde M q = 1.98847 x 1030kg corresponde à massa solar.
5.3 E q u a ç ã o  d e  B e r n o u l l i e m  t e r m o s  d e  v a r iá v e is  a d im e n s io n a is
Definindo as seguintes variáveis adimensionais [53]
2 1 )/ \ 2/(7—1)_  ra^    V  _  p (  a x /y J
:. V = .
px = TMr , v = — » z = = —  (5.21)G M  a^ c
a equação de Bernoulli (5.9) pode ser reescrita na forma
v2 ízi -  ^— 1) 1
T  = -  • (5.22)
2 Y ~  - x
Utilizando-se as variáveis adimensionais definidas em (5.21), a taxa de acreção de 
massa (5.7) pode ser expressa como
'G M \ 2
M  = 4nr2pV  = 4n ( ——  ) p^a^X, X = x2vz. (5.23)
avOO
Podemos definir ainda uma nova quantidade adimensional que fisicamente representa 
a razão entre a velocidade do gás e a velocidade do som [53]
y = V  = vz-(y-1)/2 (5.24)
a
Isolando z na expressão para X em (5.23) e substituindo em (5.24) obtém-se
v = yGG+V^  - j  . (5.25)
e substituindo (5.25) na expressão para X em (5.23) temos
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z = I —  . (5.26)x2y j
Substituindo (5.25) e (5.26) em (5.22) obtém-se a equação de Bernoulli em termos de 
apenas duas variáveis x e y:
1 / \ \ ‘2(y-1)/(y+1) / 1 \ / \ \ 2(x—1)/(Y+1) 1 1
2 y ^ + H 4 )  + ( - i r )  ( \ )  = -  + - Í T . (5.27)2 \x2J  \ y  — 1/ \x2y J  x Y — 1
(  2 \ 2(j-1)/y+1
Multiplicando (5.27) por ( resulta em
f  (y) = \ -2(Y-1 /^(Y+1^g(x), (5.28)
onde
f  (y) = 1 yi,t'l+1) + y-2(-'-l)/(-<+l\ (5.29)
g X  = , 1 , x4t7-,,' t7+,, + x - t5- 37>/t7+‘>. (5.30)
(Y — 1)
Considerando que 1 < y  < 5/3, o valor mínimo da função f  (y) ocorre quando 
y = ymin = 1 e é dado por
fmin = f  {ymin) = 1  ^  ^  ^  ' (5.31)
O valor mínimo de g(x) ocorre para x = xmin = (5 — 3y) /4 e é dado por
g ■ = g(x ■) = 1 (1 + 1 - ( 5— Y (5 3 2 )ymin yy^minj A / \ l , •
4 (y  — 1) V 4 J
Considerando-se os valores mínimos para f  (y) e g(x), a equação (5.28) estabelece 
que À não pode exceder o valor crítico Àc [53], dado por
/ g \ G+1)/2G-1) / 1 \ G+1)/2G-1) / 5 \ -(5-3y)/2G-1)
que coincide com o autovalor de acreção calculado para o ponto transônico. Calculando-se os 
limites y  ^  1 e y  ^  5/3 na expressão (5.33) obtém-se os valores de Às para y  = 1 e y  = 5/3 
mostrados na tabela 5.1. Portanto, Às define um limite máximo para a taxa de acreção
Í G M \ 2
M  = 4nÀs y —^ J  (5.34)
51
Através da equação (5.28), é possível analisar o comportamento de y como função de 
x. As possíveis soluções são mostradas na figura 5.1, onde considerou-se y  = 7/5.
yjk
Figura 5.1: Esboço de algumas soluções para y como função de x para y = 7/5, mostrando os diferentes 
regimes de acordo com o parâmetro A. As setas para a esquerda denotam fluxo de acreção e setas para 
a direita representam fluxo de ejeção de matéria. O ponto de encontro das linhas tracejadas x = xs e 
y = 1 indica o ponto transônico. A linha mais sólida representa a acreção transônica. Fonte: o autor.
As condições de contorno no infinito (V  = 0, a = a^ ,p  = p^) não especificam uma 
única solução para a acreção. De fato, como pode ser visto na figura 5.1, existem diferentes 
classes de soluções. Os fluxos de acreção podem ser transônicos (caso em que X = Xs), ou 
subsônicos (quando X < Xs). O regime subsônico pode ser utilizado para descrever a acreção 
em estrelas de nêutrons e anãs brancas, enquanto para buracos negros ocorre o regime transônico 
[31]. Na figura 5.1, as curvas com setas para a esquerda representam os fluxos de acreção.
A  curva representada pela linha mais escura na figura 5.1 representa o fluxo de acreção 
transônica. Neste caso o aumento da velocidade do gás ocorre quanto mais este se aproxima da 
fonte do campo gravitacional. A  medida que o gás se aproxima da fonte do campo gravitacional, 
a velocidade do gás tende a um valor limite, que corresponde à velocidade de queda livre [31].
Existem outros tipos de fluxo obtido como solução para y em função de x, repre­
sentando situações em que o gás é direcionado para fora da estrela. Esses fluxos representam 
situações em que ocorre ejeção de matéria por parte de uma estrela, como é o caso do vento 
estelar, e podem ser transônicos (X = Xs) ou supersônicos (quando X < Xs). Na figura 5.1, as 
curvas com setas para a direita representam os fluxos de ejeção de matéria.
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5.4 A c r e ç ã o  r e l a t iv ís t ic a
Considere o processo de acreção de um gás em torno de um objeto compacto de massa 
M , que ocorre próximo ao horizonte de eventos r = 2GM/c2, de modo que uma descrição re­
lativística se faz necessária [31]. O espaço-tempo em torno deste objeto é descrito pela métrica 
de Schwarzschild (2.54). O processo é estacionário, esfericamente simétrico e pode ser consi­
derado adiabático. Considere também G  = c = 1. As equações necessárias para descrever este 
processo serão a equação de balanço do quadrifluxo de partículas
N 1.,, = 0, N 1  = nU1, 1  7 (5.35)
onde U^ é a quadrivelocidade das partículas do gás e n é a densidade do número de partículas, 
e a equação de balanço do tensor energia-momento
T  = 0.
Escrevendo explicitamente a equação (5.35) temos
dn U 1
- —  + r 1  nUv = 0. 
dxi 1
O tensor métrico para a métrica de Schwarzschild é dado por
















\  0  r 2sen29j
portanto, utilizando-se a expressão (2.37) é possível calcular os símbolos de Christoffel não 
nulos
i
.o _  M  ^  _  M (1 -  2M/r) ^  _  - Mro  ______________  ro _ y_______ / / r
01 = r 2(1 -  2 M /r), 11 = r 2 , 11 = r2(1 -  2M/r)
2 1 1 (  2M \ 3 1
r 2i = -, r 12 —  r 1 ------- , r 3 -
21 r ’ 22 \ r / 31 r
r 32 = Con9 ’ r 33 = ^ n 29, r 33 = -sen0 cos 9. (5.39)
Considerando-se o processo estacionário e que, por simplicidade, o movimento é ra­
dial e a quadrivelocidade é dada por U^ = (u0,u, 0 , 0 ), temos
n  u  2
n  u + un! + nu( r ° i  + r 1i + r2i + r 3i ) = — i---- 1—  = 0 . (5.40)
n u r
onde u1 e n1 denotam respectivamente as derivadas de u e n com respeito a r. Esta expressão é a
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versão relativística da equação da continuidade, de modo que integrando em relação a r resulta
ln(n) + ln(u) + 2 ln (r) = ln (nur2) = constante = ln | | , (5.41)
\ I
onde m é a massa média das partículas. Desta forma obtém-se a expressão para a taxa de
acreção de massa
M  = Anmnur2. (5.42)
Utilizando-se a seguinte propriedade dos símbolos de Christoffel [14]
1 dgva = ln V ^g
2 dx" dx"
onde g é o determinante do tensor métrico, a equação (5.35) pode ser reescrita como
r v = — —  = — ¥— E. (5 4 3 )
" v dx" ’ V ;
» "-  - ^  + " " . nU v ■ " "  + ^ „ U "  = = 0 . (544)
e portanto conclui-se que
\J-gnu  = constante. (5.45)
As componentes contravariantes da divergência do tensor métrico T "v são dadas por
[14]:
T " ..  = + r .,T "^  + r " xT^v = —  V dx.v + r"^ T Av. (5.46)
onde utilizou-se a propriedade (5.43). Para tensores anti-simétricos vale a relação [14]:
1 P)xrrg T  " v
T  " v.v = - =  . T "v = - T v". (5.47)
'sj-g dxv
pois r " A é simétrico em relação aos índices vX. De modo similar, as componentes covariantes 
da divergência de um tensor Tav são dadas por [14,41]:
dT . 1 d í^ ã T  .
TaV.  = ^  + K x TaX -  n « TrV = -  , " t r VaT "V. (5.48)
onde Tav = g"aT "v . Para tensores simétricos, a equação (5.48) pode ser escrita como [14]
T v = 1 d- ~ g Ta 1 T "v (5 49)
a ;v \ J—g dxv 2 ( . )
Como o tensor energia-momento é simétrico, é conveniente utilizar a expressão (5.49).
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As componentes covariantes do tensor energia-momento podem ser obtidas multiplicando-se a 
equação (3.45) pelo tensor métrico, resultando em
T /  = (en + p) UaU v + pô". (5.50)
A  equação de balanço do tensor energia-momento para a componente Tov, conside­
rando que o processo é estacionário, o movimento é radial e que U 1  = (u °,u ,0,0 ), é dada
por
T  v = 1 dV ~ 9 t qv = 1 dV —9 (en + P ) UoUv (551)
0 ;v ^ —g dxv ^ —g dxv 0  ( )
portanto conclui-se que
yj—g(en + p)uu0 = constante. (5.52)
Temos que
U U  = —1 = g v^ U U  = goo((0)2 + giiu
= — 0  — M  (u° )2 + { t —1 M ] í ) ( ' (5.53)
consequentemente
(  = (^  +1 — 2m/] ) — , (o = goou0 = —(u2 + 1 — 2M /r)1' 2. (5.54)
Substituindo (5.54) em (5.52) resulta
— (u2 + 1 — 2M/ r ) 1' 2\f—g(en + p)u = constante. (5.55)
Dividindo ambos os membros da equação (5.55) por (5.45) e elevando-os ao quadrado
obtemos
u2 + 1  ) (  —  ) = constante, (5.56)
2M \ í  en + px 2 
r n
que é a equação de Bernoulli relativística [31].
Para obter o equivalente relativístico da equação de Euler, substituímos o tensor 
energia-momento dado pela expressão (3.45) na equação de balanço (5.36), que resulta em




dU 1  
dxv
+ r ^ U v = uu' + r 10(u0)2 + r ^ « 2
( l  -  22M )  (u° )2 -  (  1 -  - M / r )
M
uu +— 2
u u '--- -U ßU u = uu' +— -
u
(5.58)
Considerando que não ocorre variação de entropia, pela equação de Gibbs:
r r
Temos ainda que
de + pd [ — ) = Tds = 0
d ( n )  = -pd ( n )
dne ne p
   dn = —  dnn n2 n2
dne = p + ne
7 • yu.uyjdn n
(p + ne);v U U  + (p + ne)U 1 U v ;v = P;v U U  + (ne);v UßU v + (p + ne)U 1 U v ;v
= U U  + (p + ne) U 7 (n.vU v + nU vv ) 
n
= p v U U  + (p + ne) U 7 (N vv ) 
n
= p.v U U , (5.60)
onde utilizou-se a equação de balanço do quadrifluxo de partículas (5.35). Substituindo (5.58) 
e (5.60) em (5.57) obtém-se
(p + ne)U 1  ;v U v + p;v ( U U  + g1v) = 0
(  M  \ dp (  2M  2\
(p + ne) ( uu + —  j + — n ( 1 ---—  + u j  = 0
. M  2 ( n'\ f  2M  2\
uu +— - + a ( — ) ( 1 ------ + u ) = 0, (5.61)r 2 n r
onde utilizou-se dp = a2 (p+ne). Esta expressão é a versão relativística da equação de Euler.dn t. s
De modo similar ao caso Newtoniano, resolvendo o sistema formado pela equação da 
continuidade (5.40) e pela equação de Euler (5.61) obtém-se:
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u' 2a2/r(1 + u2 — 2M/r) — M /r2 n' — (2u2/r — M /r2) (5 62)
u u2 — (1 — 2M/r + u2)a2 ’ n u2 — (1 — 2M/r + u2)a2 ' '
Considerando a existência do ponto crítico r = rs onde os numeradores e denomina­
dores da equação (5.62) se anulam, temos
2 = M  = a2 63)
is 2rs 1 + 3a2 . (5.63)
A  taxa de acreção de massa no ponto transônico é dada por
M  = 4nmnsusr 2 = 4nXs M 2mn^a^3 , (5.64)
onde foram consideradas as condições de contorno no infinito n = n^, a = a^  e que a equação
de estado é do tipo p = KnY [31]. O parâmetro Xs é dado pela equação (5.17).
57
6 A PRO X IM A Ç Ã O  PÓ S-N EW TO N IAN A
6.1 M ét o d o  da  a p r o x im a ç ã o  p ó s -Ne w t o n ia n a
As equações de campo de Einstein que descrevem o espaço-tempo na Relatividade 
Geral não são lineares, portanto em geral não admitem soluções exatas [34]. Através da impo­
sição de condições como independência temporal e isotropia espacial, é possível obter soluções 
exatas para casos específicos, como por exemplo a métrica de Schwarzschild. No entanto, casos 
como o sistema solar não são estáticos ou isotrópicos, de modo que os efeitos Newtonianos dos 
campos gravitacionais dos planetas são relevantes e não são levados em conta na solução de 
Schwarzschild.
Como soluções exatas mais precisas não são possíveis, é necessário um método de 
aproximação que não dependa de considerações sobre a simetria do sistema. Um método con­
veniente é a aproximação pós-Newtoniana, utilizado para descrever um sistema de partículas 
que se movem lentamente, unidas devido à interação gravitacional mútua entre elas, como é o 
caso do sistema solar.
Considere um sistema de partículas que, da mesma maneira que o Sol e os planetas 
do sistema solar, estão unidas devido á atração gravitacional mútua. Seja M , r e V os valores 
típicos para as massas, distâncias e velocidades dessas partículas. Um resultado obtido através 
da mecânica Newtoniana é que a energia cinética típica 2, M V2 é aproximadamente da mesma 
ordem de magnitude da energia potencial típica G M 2/r, portanto
2 G Mr (6 .1)
A  aproximação pós-Newtoniana pode ser compreendida como um método para des­
crever os movimentos do sistema incluindo termos envolvendo os pequenos parâmetros G M 2/r 
de ordem pelo menos uma potência mais alta em relação à mecânica Newtoniana. Algumas ve­
zes é descrita como uma expansão em termos de potências do inverso da velocidade da luz [34].
As equações de movimento das partículas são dadas por
x1  dxv dx^
+ r ^  c  = 0  ^
A  partir da equação (6.2) é possível calcular a aceleração como
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d2x» í  dV d
dt2 \ dT/ dT
í  dV r 2 d2x»












dr J  dr2 dt 
dxv dxX dx»
dt dt dt (6.3)
que também pode ser expressa como
d2x»
dt2
 r»  or»1 00 21 07
dx-7'
dt -  rx
dx7 dxk 
7k dt dt +
r 01 00
/7 '•y*7 /7 'T*7 /7'Y*k2r 0 | nÜ
07 h t  + 7k H t H T d4 . (6.4)t
Na teoria Newtoniana, a equação de movimento considera apenas o primeiro termo da 
equação (6.4), ou seja
d2x»




Como g0o — 1 é da ordem de G M /r, a aproximação Newtoniana fornece d2xi/dt2 da 
ordem de G M / r2, que consequentemente é da ordem de v2/r. Portanto, o objetivo do método 
pós-Newtoniano é calcular d2x%/dt2 até a ordem v4/r. Para isto, é necessário calcular:
r 00 até ordem v4/r, V»0j até ordem v i /r, T»jk até ordem v2/r,
r 00 até ordem V3/r, r^- até ordem v2/r, 7  até ordem v/r. (6 .6 )
O Princípio da Equivalência estabelece que localmente o espaço-tempo pode ser con­
siderado aproximadamente plano [34]. Portanto, as componentes do tensor métrico podem ser 
expressas como expansões do tensor de Minkowski, ou seja
goo — — 1 + 2goo + 4goo + •••, 
gij Gj + gij + gij + •••,
gio — 3gio + 5gio + •• (6.7)
onde o símbolo ng^v denota o termo em g^v de ordem (v/c)n. As potências ímpares de (v/c) 
que aparecem em goi ocorrem porque estas componentes trocam de sinal sob a transformação
t —t.
O inverso do tensor métrico é dado por
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g%; g °; — gi0g°° + glj goj — o, 
g°;  g °; — g00goo + g0j goj — l ,
gi; gj;  — gi0gj° + gik gjk — , (6.8)
portanto temos que
g °° — - 1 + 2g °° + 4g °° + ...,
gij — áij + 2gij + 4gij + ...,
gi0 — 3gi°  + 5gi°  + ..., (6.9)
e inserindo (6.9) em (6.8) obtemos
2 ° °  2 2 ij 2 3 i°  3g — — g °°, g — — g j , g — gi°, etc. (6.10)
As componentes dos símbolos de Christoffel podem ser obtidas utilizando-se (6.7) e 
(6.10) na equação (2.37). Procedendo desta forma obtém-se para as componentes r ° ° ,  r j k e r ° i
r ;*  — 2r ;*  + 4r ;*  + ... (para r ° ° ,  rjk, O  (6 .11)
e para as componentes r ° j , r ° °  e r °j  temos
r ;*  — 3r ;*  + 5r ;*  + ... (para r ° j , r ° ° ,  r ° ), (6 .12)













1 9 (4g° ° ) + 9 (3gi ° ) + 1 . 2 ) 9( 2g° ° )
2 dxi + dt + 2 ( gij) dxj
2
d( 39í ° ) + 9 ( 2gij) 9 ( 3gj°)
9xi 





9 ( 2gij) + 9( 2gik) d( 2gjk)'
9x{ 9x{ 9x{
2r °  — _ !  d ( 2 g° ° )
° i — 2 dxi ■
i r °
ij (6.13)
De maneira similar, o tensor de Ricci também pode ser expresso na forma
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R oo = 2 Roo + 4goo + ...,
R ij = 2Rij + 4 Rij + ...,
Rio = 3 Rio + 5 Rio + ..., (6.14)
onde nR 1v denota os termos de R 1v de ordem (V/c)n/r 2. Estas componentes podem ser obtidas
substituindo-se (6.11), (6.12) e (6.13) em (2.51), resultando em
!n  _  d( ^  4 r _  d( 3T*0i) d( 4r 0o) + 2p0 2r i  2r i  2r j
Hm _  902~' Ro0 _ ~ t  e x r  + lo ‘ 100 — ‘ 00 L ' j '
d j ) 2( 3 à2 R _  d ( 2r 0o) + d( ) ( 2r ' j )
dt dxj ’ ij dxj dxj dxk '
R^V _ --- ^  ( T^v — - g/j,vTAA ) . (6 .17)
Utilizando-se um sistema de coordenadas conveniente de modo que vale a condição 
harmônica g^vT^v _  0 [34], obtém-se
2R 00 _  2 v 2( 2g00), 2R i  _  1  v 2( % ) ,  3R 0i _  2 v 2( 3g0i),
4 D _  1V72( 4 \ 1 d ( g00) 1 f 2 \d ( g00) , 1 rv72( 2 m2 (6 16)
R ° °  _  2 v  ( goo) — ~2 ~ ã F ~  — 2 ( g ij]~ õ ^  + 2 |v  ( goo)] ■ (616)
Conhecendo-se as componentes do tensor de Ricci, é possível utilizar as equações de 
campo de Einstein
8nG /T  1
~Cr  U " — 2 !
Da mesma forma que o tensor de Ricci, o tensor energia-momento também pode ser 
expresso na forma
T^o  orj-roo + +
Tij _  2t i j  + 4tij +
T i0 _  3T i0 + 5T i0 + ..., (6.18)
onde nT^V denota os termos de T^v de ordem (M / r3)(v/c)n. Em particular, 0T 00 representa 
a densidade energia no referencial em repouso, enquanto 2T 00 é a parte não relativística da 
densidade de energia [34].
Substituindo (6.7), (6.16) e (6.18) nas equações de campo (6.17) obtemos
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V 20 = 4nG ( 0T 00), V 20 = 4nG( 2T 00 + 2T Ü) + , V 2£ = 1^ <G( 1 T 0i) (6.19)
c2 dt2 c
onde os potenciais 0 , 4  e £i estão relacionados com as expansões das componentes do tensor 
métrico
2 g = 2 0 4g = 2( È  + 4 )g00 = — 2—2 ■ g00 = —2 4 ,c2 c4
2 gij = — 2Òij 0 ■ lg0i = 0, 3g0í = 0 ■ (6.20)
de modo que as expansões para o tensor métrico dadas por (6.7) podem ser escritas explicita­
mente como
* 0  = —1 — 2 4  — 20 ± 4 ,c2 c4
9ij = Sij ^1 — 2c0^ j , g0i = 0 • (6.21)
A  condição harmônica adotada estabelece ainda uma relação entre 0 e £ [34]
‘ 5  + Í  - O' (622)
Substituindo (6.20) em (6.13) obtemos
2th = 4r i = d (202 + 4 ) +
00 dx iJ 00 dxi + d t J
3r i = 1 ( d £ A  _ Ò dÈ
0j 2 \dxj d x i) ij d t J
2 r i = Ò d0 Ò d0 , Ò d0
i jk  = Òij õxk Òik dxj + Òjk dxi ■
3t,0 _  2p0 = d È
dt ■ 0i dxvr00 = -£, 2r0i = ^  • (6.23)
Consequentemente, a aproximação pós-Newtoniana para a equação de movimento
(6.2) é dada por [34]
dv „  . 1
dt = —V 0 — ?




6.2 E q u a ç ã o  d e  B o l t z m a n n  e m  1PN
A primeira aproximação pós-Newtoniana, referida como 1PN, considera termos até 
ordem l/c2. Conforme mencionado na seção 3.2, a evolução das partículas de um gás relativís- 
tico caracterizadas por suas coordenadas de posição X  = (ct,x ))e  velocidade V  = (v °,v ))é  
dada através da equação de Boltzmann. Em primeira aproximação pós-Newtoniana, a equação 
de Boltzmann pode ser expressa como [54]:
L  + vi f
dt dxi
d0 d f  
dxi dv - +
0
2c2
L  + vf L
dt dxi







v  ^ 0  -  + 3 0 ^
dxi V 2 + V  dxi
d f
l  = q (l l ) (6.25)
onde Q (f, f ) é o operador de colisão da equação de Boltzmann, referente às colisões binárias 
entre as partículas. Os potenciais gravitacionais 0, 0  e ^  são dados em termos das equações de 
Poisson obtidas em (6.19) e da condição harmônica (6.22).




T = m4c u»uv f  {0)V -g
d3u 
(—uo)




onde u  ^ = (u0,u°v't/c) é a quadrivelocidade das partículas do gás. Na aproximação 1PN a 
componente temporal da quadrivelocidade é dada por [35]
u = c 1 + 4 ( v - 0c2 2 (6.27)
A  função de distribuição em equilíbrio para um gás relativístico corresponde à função 







SW 4 -  20W 2
+ (V  • W )2 + V 2W 2
2 2 (V  • W )W 2
(6.28)
onde m é a massa de repouso da partícula, k é a constante de Boltzmann, n é a densidade do 
número de partículas e T  a temperatura do gás. W  = v — V  denota a velocidade peculiar, que 
representa a diferença entre a velocidade da partícula v e a velocidade hidrodinâmica do gás V .
O elemento de integração invariante que aparece na expressão para o tensor energia- 





1 + 1_ I  5 (V 2 + 2 (W  • V ) + W 2) -  70







Substituindo (6.27-6.29) em (6.26), integrando e expressando as componentes do ten­
sor energia-momento em termos das expansões dadas por(6.18), obtemos
Oo +ooo
—ij = 2—ij +
—0i _ 3— 0i _
pc
1 (  3kT 2 
1 + — í —  + V 2 -  20
2
1 + ^20
c* \ 2m 
ôij + p 1 + 4 0  5k-  + p + V  2 -  20c2 2m p
pc 1 + 4  43k-  + P  + V 2 -  20c2 2m p V  *
V  *Vj , 
(6.30)
onde p = mn é a densidade de massa e p = n K T  é a pressão. Além disso, os dois primeiros 
termos da componente T 00 em (6.30) representam a energia por partícula
e = mc2 + 2 kT, (6.31)
sendo que o primeiro termo é a energia de repouso enquanto o segundo corresponde ao valor 
não relativístico da energia por partícula para um gás monoatômico [55].
6.3 E q u a ç õ es  d e  b a l a n ç o  e m  1PN
Se multiplicarmos a equação de Boltzmann em 1PN (6.25) por uma função arbitrária 
do espaço-tempo e da velocidade das partículas x (x ,v ,t) e integrarmos a equação resultante 
utilizando o elemento de integração invariante (6.29), obtemos a aproximação 1PN da equação 













1 + ~2 c
3 d f
f d v  + TT1  Xvdxx
1 / 5v2
c2 V T1 + 42 ( —  -  70
fd 3v - dx + d x vi 
dt dx*
4v*v _  + 3v, 9 0 _ a ^ _ a x _  j  ^
dxj dt dx* dt \ dxj dxl
1 (  5v2




1 + -  (2v2 -  60)
fd  v
fd  v 
fd  v
Q (f , f )d 3v. (6.32)
dx% J  dv%





que a função de distribuição se anula para uma superfície localizada no infinito.
As equações de balanço são obtidas a partir de (6.32) escolhendo-se valores apro­
priados para a função x. Para a equação de balanço da densidade de momento, escolhemos 
X = m4viu °/c e, juntamente com a função de distribuição em equilíbrio dada por (6.28) resulta
d
dt P + P  + P  (V 2 -  20) Vc2 c2 +
d
dxj p + P  + P  (V 2 -  20) V V jc2 c2
d_
dx* P (  1 + 20




+ L  v P  aA  -  dt-
dx* dxj
4p V id0  + 4p d 0  + 4P V iV j Ê 0  -  P  (3 P  + v-0
dt c2 dx1 dxj P dx* 
(6.33)
onde a densidade de massa p é dada por
. , 3kT \
P = p | 1 + 2mc? )
(6.34)
A  correção relativística para a densidade de massa é identificada por n  segundo a 
notação de Chandrasekhar [56]. Utilizando a definição
a = p
1 Pi  + — ( v -  20 + n  +— p
1 P1 + ^  V 2 -  20 + (a  + 1)^
P
(6.35)
onde a  é um parâmetro definido de maneira que, para um gás ideal, a  = 3/2. A  equação de 
balanço para a densidade de momento pode ser expressa como
c c c
d aV * daV  V j d
dt dxj dx*
(  1 20  
P { 1 -  0 ?
d0 
+ P dx*
4p d î*\  p t h- d 2 I  0V * -  T  -  ^ V ^c2 dt
1 + 4  ( v 2 -  0 +
(a  + 3) p 
2 p
dx*
+ 4 4 4  = 0 (6.36)c2 dx*
onde utilizou-se também a expressão Newtoniana para a equação de balanço de densidade de 
momento
dV* dp d0 o 
P dt + dx* + P dx*
(6.37)
e introduziu-se a derivada temporal-material d/dt = d/dt + V 1 d/dx%.
Os potenciais gravitacionais 0, 4  e 4  também podem ser identificados com os poten­
ciais de Chandrasekhar [56]:
1 d2£




A equação de balanço de densidade de massa-energia é obtida escolhendo x = m4u°/c 
na equação (6.33) e procedendo de forma análoga, resultando
d
dt 9 1 1 + 1  (V 2 -  20) +
_d_
dxi V 1 P~ + i 2 + 2^ (V 2 -  20)c2 c2
P d0 íf, IO)
C5 T t:  (639)
Introduzindo a densidade de massa-energia a definida em (6.35) obtemos
da d aV % 1 (  d0 drp\
XX  + —  -  -J [ P x t  + l t \  =0.dt dx% dt dt
Para obter a equação de balanço de densidade de massa, escolhemos x 




dt p ( i + y  (v  2 -  20)
+ _d_dxi p V '[  1 + V 2 -  20)
2i ( d ±  + V i 
c2 \ dt dx2 )
(6.41)
A  expressão Newtoniana da equação da continuidade é dada por
dp dpV%
d  + 0.dt dxx




1 + c n  t  - 30
(6.43)
Utilizando (6.42) e (6.43) em (6.41) obtemos a lei de conservação para a densidade de 
massa na aproximação 1PN
dP* dP* V 2
+ 0. (6.44)dt dx1
que possui a mesma forma da equação da continuidade clássica.
É  importante destacar que o lado direito da equação de transferência de Maxwell- 
Enskog (6.32) se anula para as escolhas de x = m4, m4u°/c, m4v'tu°/c, desde que as densidades 
de massa, momento e energia sejam quantidades conservativas no processo de colisão [55].
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7 M ET O D O LO G IA
De maneira geral, o presente trabalho foi realizado em três etapas. Na primeira, com 
base na metodologia adotada no artigo de Zimdahl &  Kremer (2015) [11], foram analisadas 
as oscilações de temperatura que ocorrem em um gás em movimento circular geodésico sob a 
ação de um campo gravitacional de Reissner-Nordstrom, ou seja, considerando-se a presença 
de um objeto esférico massivo e eletricamente carregado nas proximidades do gás. A  métrica 
de Reissner-Nordstrom foi escolhida com o intuito de verificar-se o efeito do termo de carga 
nos perfis e oscilações de temperatura.
Inicialmente, partiu-se da expressão da métrica de Reissner-Nordstrom. A  partir desta 
expressão, calculou-se a Lagrangiana do sistema e, com base nesta, foram obtidas as equações 
de movimento. Através das expressões calculadas de energia e momento linear foram obtidas 
as frequências características para o movimento circular do gás.
Posteriormente, foram calculadas as tetradas base para as coordenadas normais de 
Fermi de acordo com Parker &  Pimentel (1982) [21], considerando-se a métrica de Reissner- 
Nordstrom. O tensor de Riemann, calculado para a métrica de Reissner-Nordstrom, foi então 
expresso no sistema de coordenadas de Fermi. Uma rotação das tetradas em torno de um dos 
eixos foi necessária para que a solução obtida para o tensor métrico fosse diagonal.
Após a obtenção do tensor de Riemann, o perfil de temperatura na vizinhança da ge­
odésica central foi calculado utilizando-se a lei de Tolman. Utilizou-se também a equação do 
desvio geodésico para calcular as frequências características e verificar a concordância em rela­
ção às frequências obtidas através das equações de movimento e energia. Verificou-se também 
através da equação do desvio geodésico o caráter oscilatório das soluções para as oscilações de 
temperatura.
Na segunda etapa foi feita uma análise similar para um campo gravitacional de Reissner- 
Nordstrom-de Sitter, que pode ser entendido como uma generalização da etapa anterior consi­
derando a influência do termo da constante cosmológica na métrica.
Na terceira etapa analisou-se o processo de acreção hidrodinâmica que ocorre em 
um gás em torno de um objeto compacto, neste caso sem carga elétrica e sem influência da 
constante cosmológica. O processo de acreção foi descrito através da primeira aproximação 
pós-Newtoniana. Seguindo a metodologia adotada por Shapiro &  Teukolsky (1983) [31], a 
partir das equações de balanço em 1PN obteve-se a equação de Bernoulli, as taxas de acreção 
para a densidade de massa e densidade de massa-energia e os valores para a posição, veloci­
dade do fluido e velocidade do som no ponto correspondente ao ponto transônico da acreção 
Newtoniana.
A  equação de Bernoulli foi então expressa em termos de coordenadas adimensionais, 
de acordo com a metodologia adotada por Bondi (1952) [53], com o objetivo de obter uma rela­
ção entre a velocidade do fluido e a posição do gás em relação à fonte do campo gravitacional.
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Os cálculos feitos ao longo de todas as etapas do presente estudo são mostrados nas 
sessões subsequentes. Os resultados obtidos através de comparações com modelos teóricos da 
literatura são apresentados no capítulo 8.
7.1 O s c il a ç õ e s  d e  t e m p e r a t u r a  d e  u m  g á s  e m  m o v im e n t o  so b  u m  c a m po  d e  
R e is s n e r -No r d st r ô m
Considere uma partícula teste de massa m na presença do campo gravitacional gerado 
por um objeto de massa M ' = G M /c2 e carga Q2 = ^ ^ 4 . O espaço-tempo onde se encontra 
a partícula é descrito pela métrica de Reissner-Nordstrom, cujo elemento de linha é dado pela 
equação (2.55)
2M ' t Q 2
r 2 j  ) ' ^ 1  — + Q_ds2 = — ( 1 ---   + —  ) (dx0)2 + —---- —--dr2 + r2(d92 + sen29d$2) = -c2dr2
(7.1)
O movimento orbital da partícula teste no plano 9 = n/2 é descrito pela Lagrangiana
dr 2 
- t )  + r dr





De maneira similar ao exemplo mostrado na seção 4.4, obtém-se os momentos gene­
ralizados correspondentes às coordenadas cíclicas x0 e $
21
d L  / 2M ' Q2\ fdx0\ E
P0 = õ J d 0)  — \ — ~  + r 2 )  \~dTj —
d L  2 (  d$
d ®  = mr W  = l^
TE = ~7TTdé\ = mr = V  (7.3)
Também de forma análoga ao exemplo da seção 4.4, utilizando-se as definições e = 
E/m c2 e l = l^/mc e considerando-se uma órbita circular de raio constante, obtém-se a relação
e’ = 1 1 — M + Q2 )  ( 1 + 1- (7.4)
O movimento da partícula teste é obtido a partir das equações (7.1) e (7.3), e pode ser 
escrito como
1 + V 2 = e2 (7.5)dCT )
onde V 2 representa o potencial efetivo
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v 2 = ( l  -  M  + % )  ( 1 + n . (7.6)
\ r r 2 J  \ r 2 J
As possíveis órbitas circulares são obtidas através do cálculo dos valores extremos do
potencial efetivo V 2, resultando em
= r 2 (M 'r  -  Q 2)
r 2 -  3M 'r + 2Q2 . ( . )
O movimento orbital da partícula teste é caracterizada por valores de momento linear 
dados pela equação (7.7). Substituindo (7.7) em (7.4) obtém-se os valores de energia
t2 = ( i  -  M  + Q )  \ . (7 .8 )
r r 2 )  \ r 2 -  3M 'r + 2Q2 
Utilizando-se a expressão (7.3) para dfi/dr e o momento angular dado por (7.7)
obtém-se
* 1 M 'r  -  Q2 (79)
*  = r ] j  r 2 -  3M 'r + 2Q2CT' (79)
A  correspondente frequência angular para o movimento da partícula é
, r (r -  Q 2/M ') G M  (7 , 0)
“  = r 2 -  3M 'r + 2Q2' “ N = V  ~ ' (7 .10)
Na equação (7.10), uN é a frequência newtoniana no limite r >> M ' e r >> Q. 
Também utilizou-se a definição M ' = G M /c2. Se a partícula é ligeiramente deslocada do 




2 C- d2V 2
2 dr2
r 2 -  6M 'r + 9Q2 -  4Q4/M 'r  „
“  = ------r 2 -  3M 'r + 2Q2-----  (7' 11)
Considerando-se Q = 0 nas equações (7.10) e (7.11) obtemos as expressões para a
métrica de Schwarzschild [11]
= I r = = l r -  6M ' (7 12)
“  “ Ny  r __ 3M ' ’ “ N \j r __ 3M ' . (7.12)
A  diferença entre as duas frequências implica em um movimento de precessão da 
partícula no plano orbital [3]. Para a métrica de Reissner-Nordstrom, a frequência de precessão 
up é dada por
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Ur
Up — I ----- u I -
/r2 _  6 M v + 9Q2 _  4Q4 /M -r 
r (r _  Q 2/M -)
(7.13)
Considere um gás rarefeito dentro de uma espaçonave que se encontra em órbita cir­
cular em torno de um objeto de massa M  e carga q. Podemos assumir que as contribuições da 
espaçonave e do gás ao campo gravitacional podem ser negligenciadas. Considere que o centro 
de massa do gás se move ao longo de uma geodésica circular no espaço-tempo descrito pela 
métrica de Reissner-Nordstrom [28].
A  geometria do problema torna conveniente a escolha do sistema de coordenadas de 
Fermi para descrever os efeitos locais do campo gravitacional nas vizinhanças de uma geodé­
sica, conforme mencionado no capítulo 4.
Com o intuito de calcular as componentes do tensor de Riemann no sistema de coorde­
nadas de Fermi, iniciamos expressando o tensor métrico para a métrica de Reissner-Nordstrom 
em coordenadas esféricas
9afi





\ 0 0 0  r 2sen29j
Utilizando-se as equações (2.53) e (7.14) e o software Maple 6, foram obtidas as 
componentes do tensor de Riemann para a métrica de Reissner-Nordstrom, considerando-se 
9 — n/2:
10
#0101 — _  2 M  + 3 Q  , R 2323 — 2M V _  Q2,r 3 r 4
r  r  M ' _  Q2/r /  2M ' + Q2
R 0202 — R 0303 — ---------  1  1-- 2"r r r 2
2 u  / OJ/f' n 2 \ -1
R1212 — R1313 — _  ( l  _  M  + 0 ,1  . (7.15)r \ r r
Para uma geodésica circular em um campo de Reissner-Nordstrom, as tetradas nor­
mais de Fermi podem ser obtidas de maneira similar ao exemplo da seção 4.4 e são dadas por:
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e l
V , 0, 0 ,-  X  r
lsen(a^) ^  . ,, esen(a^)
- X X cos(» » , 0, - - j J >
ec = ( ^ r 2 ) ,
ei
ê2 = ( 0, 0 ,1 , 0
r
e3
l cos(a^) ^  e cos(ad>)\ , _
 ,VXsen (a^ ), 0 , , (7.16)
r X  r X
onde foram utilizadas as definições
V r 2 -  3M 'r + 2Q2 v  i 2M ' Q2 (717)
a  = - ----------------, X  = 1 --------1— -. (7.17)r r r 2
Pode-se calcular as componentes do tensor de Riemann nas coordenadas de Fermi
através da expressão [20]:
R/ôir = R a Y  e e  êa eôT (7.18)
onde o acento circunflexo sobre os índices referem-se as coordenadas no sistema de Fermi. As 
componentes não nulas obtidas foram [28]:
R = (2r2Q2 -  M 'rQ 2 -  r 3M ') 
ciôi = 2r4 (r2 -  3M 'r  + 2Q2) +
cos (2 a^ >)
2r4 (r2 -  3M 'r + 2Q2) 
M 'r  -  Q2
(4Q4 + 4r2Q2 -  11M 'rQ2 -  3r3M ' + 6M 2r 2)
R 0202 -  r2 (r2 -  3M 'r + 2Q2) ’
R = (2r2Q2 -  M 'rQ 2 -  r 3M ') 
cô03 = 2r4 (r2 -  3M 'r + 2Q2) +
2r4 (r- -0S ^ 2 Q 2 ) (4 Q  + ^  -  1 1 M Q  -  3^ M< + 6M V 2) ,
R cic3 = 2r4 Q  [4Q4 + 4r2Q2 -  11M 'Q  - 3r>M' + 6M V ]  ,
R Ç ( r 2 -  2M 'r  + Q2) (M 'r  -  Q 2) (3 M  ^
R ciiô =   +  (r2 -  3M 'r + 2Q2)-(3M  r -  4Q )
R V ( r2 -  2M 'r + Q 2) (M 'r  -  Q2) (3 M  Q n ( (719)
R ôôiô = ------ r 4 (r2 _  3M 'r + 2Q2)----(3M  r -  4Q ) sen(«^ ) . (7 )
com as identidades
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R (4Q2 -  3M 'r) R R (2Q2 -  3M 'r) R
R0cc = (2Q2 -  3M 'r) Rô2Î2, = (4Q2 -  3M 'r) R0m
R 2Q2(r2 -  2M 'r + Q 2)sen2(a$) R
Î2Îc = rA(r2 -  3M 'r + 2Q2) òcô2,
R = (2Q2 -  r 2) R R = (2Q2 -  3M 'r) R
R Í3Í3 = r 2 n Ô2Ô2, n ü23 = (4Q2 -  3 M r )RcCc2,
2Q2(r2 -  2M 'r + Q 2)cos2(a^) 
r4(r2 -  3M 'r + 2Q2)R2323 = A( o _  oM l.r _L 0D 2\ R ÔWV (7.20)
A  primeira componente do tensor métrico até segunda ordem em termos dos desvios 
da geodésica nas coordenadas de Fermi é dada pela equação (4.61)
ggg = -1 -  R 0yhòrhxnxm. (7.21)
Devido à componente não nula R 0Ü3, a contribuição de segunda ordem de ggg não é 
diagonal. Uma expressão mais simples é obtida através de uma rotação das tetradas em relação 
à direção x 2 de acordo com:
E 0 = ê0, E i  = ê\ cos(a*) + ê3sen(a*),
E 2 = ê2, E 3 = êi sen(a*) -  ê3 cos(a*). (7.22)
As componentes do tensor de Riemann no sistema rotacionado são calculadas de 
acordo com:
R    ^ ^  T r  (7 23 )
R abcd = AZ AZ AZ AZ R Uvàf- ( /.23)
ÕE ÕEv ÕEa ÕEt 
õêa dêbõêcõêd
No entanto, devido a esta simplificação, as novas tetradas não são mais paralelamente 
transportadas. Combinando a expressão para o transporte paralelo De1  = 0 e De3 = 0 com 
(7.22) obtém-se:
D E Î -  l M ' - p / r E 3, D Ë1  = J M ' -QQ2/rE (7.24)
O (-{st- \  ty Odr V r 3 dr V r
Esta transformação descreve uma rotação com frequência u = y  M'-r3>2/r. Como
resultado, surgem símbolos de Christoffel não nulos na geodésica e termos mistos lineares em
x% na métrica [11]. Esta situação corresponde ao chamado sistema de referência próprio na 
ausência de aceleração [1,37]. Como na presente análise interessam os desvios de até segunda 
ordem em relação à geodésica, as relações relevantes são [1,37]:
ran = enamu m, g0b,n = -íbnmu m (7.25)
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onde e representa o tensor de Levi-Civita.
Utilizando-se a expressão (7.23) e o software Maple 6 foram obtidas as componentes 
do tensor de Riemann relevantes para o cálculo de no novo sistema [28]:
2Q4 — 6M 'rQ 2 + 3Q2r 2 — 2M 'r3 + 3M ,2r 2
R0 r4(r2 — 3M 'r + 2Q2) 
M 'r  — Q 2 
0202 _  r2(r2 — 3M 'r  + 2Q2) ;
r  _  M 'r  — Q2 (7 26)
R0300 _  r4 • (7.26)
Substituindo estas componentes na equação (7.21) obtém-se:
2M 'r3 — 3 (M '2 + Q2)r2 + 6M 'Q 2r — 2 Q \  U 2 
g00 _  —1 + ---------f4(f2 — M r  + 2Q2) (x ) +
— (M  'r~ Q2) (x2)2 — M ,L Z Q !  (x3)2- (7.27)
r2 (r2 — 3M 'r + 2Q2) r4
Substituindo (7.27) na lei de Tolman (3.73) obtém-se o perfil de temperatura [28]:
T  _  1 2M 'r3 — 3 (M '2 + Q 2)r2 + 6M 'Q 2r — 2Q4 . a)2
T0 _  7 —9000 _  + 2r4(r2 — 3M 'r + 2Q2) (r  ) +
— (M 'r  — Q2) . ^ 2 M 'r  — Q 2 .(x2)2 -  4 ^ (x3)2- (7.28)
2r2(r2 _  3M 'r + 2Q2) v ' 2r4
Na equação (7.28), T0 é a temperatura constante de equilíbrio na geodésica.
A  equação do desvio geodésico para o sistema em questão é dada pela equação (4.64) 
e pode ser expressa como:
r í 2  ^a s~J
+ 2 c r ? c _  c2ra7r j„  + c ^ r p .  + c2gaPr ^ .  — 0 (7 .29 )






M ' — Q 2 dx3 2
r4 dr + c
  c2(M  'r  — Q2)
dr2 + r 2(r2 — 3M 'r + 2Q2)
4Q4 — 11M 'rQ2 + 4Q2r 2 — 3M 'r3 + 6M '2r2 








As equações acima formam um sistema acoplado. Resolvendo a segunda equação
obtém-se:
x  = x0sen(nr), Q = :íMq' J + 2Qq2 • (731)
Integrando a terceira equação do sistema e substituindo na primeira obtém-se:
x1 = XQsen(^r ),
3 _ 0 / (M  ' r -  Q2)(r 2 -  3M 'r + 2Q2) 1
X V M 'r 3 -  6M '2r2 + 9Q2M 'r -  4Q2X° C° s(wT^
r 3 -  6M 'r 2 + 9Q2r -  4Q4/M '
W = UN^  r ( r 2 -  3M 'r  + 2Q2) ' (7'3 )
onde wN = QN = \ JG r • As frequências Q e w coincidirão somente no limite r >> M ' e
r >> Q. Neste caso, w = Q = wN = QN.
A  frequência Q corresponde ao movimento harmônico da componente x2. Esta frequên­
cia coincide com a frequência orbital w  ^ em (7.10), mas no presente contexto caracteriza uma 
oscilação perpendicular ao plano orbital. A  frequência w coincide com a frequência radial wr 
em (7.11), mas agora caracteriza oscilações no plano (x1,x3).
Substituindo os valores de x1, x2 e x3 das equações (7.31) e (7.32) na equação do 
perfil de temperatura (7.28) obtém-se [28]:
T  — T  M  '
— — — = A ( t ) = —  [(Asen2(wT) -  B  cos2(w T ))(x °)2 -  C sen2(QT)(x l)2] (7.33)
T°  2 r 3
onde os coeficiente A, B  e C  são definidos por
_  2M 'r3 -  3(Q2 + M '2) r 2 + 6M 'Q 2r -  2Q4
A  — ----
B
M 'r (r 2 -  3M 'r + 2Q2) 
4 (M 'r -  Q2)2(r2 -  3M 'r + 2Q2)
C  = , „  A M 'I ,-  Q2L , . ' (7.34)
M 'r (M 'r 3 — 6M '2r2 + 9Q2M 'r  — 4Q4) 
r (M 'r  — Q2)
M ' (r2 -  3M 'r + 2Q2)
Utilizando-se as relações trigonométricas
2, , 1 — cos2(wr) 2, . 1 + cos(2^r)
sen2(^ r ) = ----- ^ , cos2(^ r ) = -----^ (7.35)
pode-se reescrever a equação (7.33) como:
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M  ' ( r 1)2
A ( t ) = M  ; r 0) (A  -  5 ) -  (A  + B )cos(2ur) -  C cos(20r)) . (7.36)
Na equação (7.36), os coeficientes A, 5  e C  podem ser determinados a partir da 
massa, carga elétrica e raio da fonte do campo gravitacional, assim como as frequências Q e 
u. As constantes xC e x^  são parâmetros livres. Note que A (r ) é a amplitude normalizada e 
adimensional das oscilações de temperatura.
Analisando-se expressões para as frequências de oscilação Q e u dadas por (7.31) e 
(7.32), nota-se que as raízes dos polinómios
representam pontos críticos. O polinómio da equação (7.37) possui uma raiz real, dada por
Observe que os raios dados pelas expressões (7.39) e (7.41) não estão relacionados 
com o horizonte de eventos definido pelas raízes da equação (2.56), mas representam pontos de 
interesse para a análise da estabilidade orbital [28]. Outro ponto importante para esta análise é 
r = Q2/M ', onde 0 = 0. Considerando estes pontos críticos, podemos identificar os seguintes 
regimes para estabilidade orbital:
• r > rUQ : nesta região todas as órbitas circulares são estáveis. Quando r se aproxima do 
limite r ^  rU0, temos u  0 e as oscilações cessam no plano r 1 — r 3, ficando restritas 
ao plano r 2.
• ru+ < r < rU0 : nesta região existem trajetórias circulares instáveis. Aqui u  se torna 
imaginário e temos instabilidades exponenciais no plano r 1 — r 3. As oscilações crescem 
até o infinito quando o limite r = ru+ é atingido.
r3 — 6M  V 2 + 9Q2r — 4QA/M ' = 0, 





D  = 8M '3 — 9M 'Q 2 + 2Q4/M  ' + ^ Ó M '2 Q4 — 9Q6 + 4Q8/M '2. (7.40)
O polinômio da equação (7.38) possui duas raízes reais
r^_ = 1 (3M  ' — ç/9M '2 — 8Q2 ), ru+ = 1 (3M ' + ç/9M '2 — 8Q2) (7.41)
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• r^_ < r < ru+: nesta região também existem trajetórias instáveis. Mas aqui, Q se torna 
imaginário e as instabilidades exponenciais ocorrem no plano x2. Quando r atinge o 
limite r ^  Q2/M ', temos Q ^  0 e as oscilações cessam no plano x2, ficando restritas ao 
plano x 1 — x3.
Se os valores de Q são pequenos em comparação com M ', podemos expandir as 





No limite Q ^  0 as frequências Q e u  se reduzem às expressões análogas para a 
métrica de Schwarzschild [11].
7.2 C á l c u l o  d a s  o s c il a ç õ e s  d e  t e m p e r a t u r a  p a r a  u m  c a m po  d e  R e is s n e r - 
N o r d s t r ô m -d e  S it t e r
De forma similar ao procedimento mostrado na seção anterior, foram calculadas as 
oscilações de temperatura de um gás em movimento aproximadamente geodésico sob a ação de 
um campo gravitacional de Reissner-Nordstrom-de Sitter.
A  métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter é uma generalização da métrica de Reissner- 
Nordstrom incluindo um termo referente à constante cosmológica, cujo elemento de linha é 
dado por
r — 6M ' Q2(7r — 15M') ^
~— MM' + M ~ r— — m  w  O3M')3 + O(Q 1  ( 7 )
r Q2(r — M ')
r — 3M ' 2 M ' J r ( r  — 3M ')3
+ O (Q3). (7.43)
ás2 = — ( l  — 2 M - + Q —  br2^  (dx0)2 + —-1-------^ dr2 + r 2(dB2 + sen29d4>2).
V r r2 T  ( l  — 2ML + Q  — b A
(7.44)
onde considera-se o sistema de unidades naturais (c = G = 4ne0 = l).
Calculando a Lagrangiana para o movimento orbital de uma partícula teste com massa 
de repouso m no plano d = n/2 e os momentos generalizados p0 e p$, considerando-se a órbita 
circular e utilizando-se as definições e = E/m c2 e l = l^/mc conforme feito na seção 7.1, 
obtém-se as seguintes relações para energia e momento
e2 = l l  — M  — + O* b r A (  2 . A : . , , , , ) , (7.45)
(7.46)
r r 2 J  \ r 2 — 3M ' r + 2Q2
r 2 (M 'r  — Q 2 — br4) 
r 2 — 3M 'r + 2Q2
2l
76
que resultam nas frequências características do movimento da partícula
r (M 'r  -  Q 2 -  br4) / G M
M  = "  _  3M 'r + 2Q2) ’ ^  = V  “ ’ <747)
IM 'r 3 _  6M 'r 2 + 9Q2M 'r _  4Q4 + 15M'br5 _  4br6 _  12Q2br4 
^  ^  M 'r(r2  _  3M 'r + 2Q2) (7'48)
onde uN é a frequência newtoniana no limite r >> M ' e r >> Q2 se b ^  0. Também 
utilizou-se a definição M ' = GM /c2.
Considere um gás rarefeito dentro de uma espaçonave que se encontra em órbita cir­
cular em torno de um objeto de massa M  e carga q, onde a constante cosmológica é A. Também 
podemos assumir que as contribuições da espaçonave e do gás ao campo gravitacional podem 
ser negligenciadas, e que o centro de massa do gás se move ao longo de uma geodésica circular 
no espaço-tempo descrito pela métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter.
Novamente, devido à geometria do problema, a escolha do sistema de coordenadas de 
Fermi é conveniente para descrever os efeitos locais do campo gravitacional nas vizinhanças da 
geodésica.
Utilizando-se o software Maple 6, e procedendo de modo similar ao mostrado na 
seção 7.1, foram obtidas as componentes do tensor de Riemann para a métrica de Reissner- 
Nordstrom-de Sitter, considerando-se 9 = n/2:
Roi.i = _  (2M  3  + br 4 _  3Q2), R2323 = 2M 'r _  Q2 + br4,r4
D _  D _ M ' r  _  Q 2 _  br4 (  2M ' Q2
R 0202 = R 0303 = -------õ------ ( 1 --------1-- õ--brr 2 r r 2
R R (M 'r  _  Q 2 _  br4) / ,  2M ' , Q 2 -1 <749)
R 1212 = R 1313 = --------- 2------ 1 --------1-- 2--br • <7.49)r 2 r r 2
Considerando-se uma geodésica circular em um campo de Reissner-Nordstrom-de 
Sitter, as tetradas normais de Fermi também podem ser obtidas de maneira similar ao exemplo 
da seção 4.4 e são dadas por:
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e l 
V , 0, 0,-.X r
lsen(a^) ^  . ,, esen(a^)
- ± 3 -  coS(Q^), 0, — - ± 3 .
êo = ( 7 7 Z2 ) =
ei
ê2 = ( 0, 0 ,1 , 0
r
e3
l cos(a^) ^  e cos(ad>)\ , _
 , R X  sen(a0), 0 ,----------, (7.50)
r y  X  /
onde foram utilizadas as definições
2/ r2 — 3M 'r + 2Q2 X  1 2M ' + Q   ^ 2 (751)
a  = \ ------- 2-------, X  = 1 -------1— 2—  br • (7.51)r2 r r2
Calculando-se as componentes do tensor de Riemann nas coordenadas de Fermi de
maneira similar à apresentada na seção 7.1, foram obtidas as seguintes componentes não nulas:
r  (2Q2 r2 — 8br4 Q2 — M 'rQ 2 + 9M'br5 — M 'r 3 — 2br6)
0100 2r4(r2 — 3M 'r + 2Q2)
, (3 M 'r3 — 4Q4 — 4Q2r 2 + 4Q2br4 + 11Q2M 'r  — 6M '2r2 — 3M 'br5)
— cos(2a0)---------------
R
2r4(r2 — 3M 'r + 2Q2) 
(M 'r  — Q 2 — br4)
R
0202 r2 (r2 — 3M 'r + 2Q2) ’
(2Q2 r2 — 8br4 Q2 — M 'rQ 2 + 9M 'br5 — M 'r3 — 2br6)
0303 = 2r4(r2 — 3M 'r + 2Q2)
(3 M 'r3 — 4Q4 — 4Q2r2 + 4Q2br4 + 11Q2M 'r  — 6M  '2r2 — 3M  'br5)
+ cos(2a0)- 
R 0Í03 = sen(2a0)
2r4(r2 — 3M 'r + 2Q2)
(4Q4 — 4br4Q2 — 11M'rQ2 + 4Q2r2 + 6M'2 r2 — 3M'r3 + 3M'r5b)
R
2r4(r2 — 3M'r + 2Q2)
(3M  'r — 4Q2)co s(a0 )y/(r2 — 2M 'r  + Q2 — br4)(M 'r  — Q 2 — br4)
0113 r4(r2 — 3M 'r  + 2Q2)
R —(3M 'r — 2Q2)sen(a0)y/(r2 — 2M'r + Q2 — br4)(M 'r — Q2 — br4) (7
0002 r4(r2 — 3M  'r + 2Q2) , .
com as identidades
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p  (4 Q 2 -  3 M 'r ) p  p  (2 Q 2 -  3 M ' r )  p
Rô2i2 =  ( 2 Q 2 -  3 M ' r ) Rô2i2 , Rô223 =  ( 4Q 2 -  3 M ' r )  R ô ii2
p 2 Q 2 ( r 2 — 2M'r +  Q 2 — b r4)s e n 2 ( a 0 )  p
i2 i i  =  r 4( r 2 -  3 M ' r  +  2 Q 2) ôô00,
p  =  (2 Q 2 -  r 2) p p =  (2 Q 2 -  3 M ' r )  p
R m 3  =  r 2 p Ô2Ô2 , P i 223 =  ( 4Q 2 -  3 M ' r ) P ô iô 2 ,
2 Q 2 ( r 2 -  2 M ' r  +  Q 2 -  b r4) c o s 2 ( a 0 )  
r 4( r 2 -  3M'r +  2 Q 2)P2323 = „ ^ „ 2 _  q ^  R ôíôF  (7-53)
A  primeira componente do tensor métrico até segunda ordem em termos dos desvios 
da geodésica nas coordenadas de Fermi também pode ser calculada através da equação (7.21). 
Da mesma forma que ocorre para a métrica de Reissner-Nordstrom, devido à componente não 
nula P ô i i 3, a contribuição de segunda ordem de ^ ô não é diagonal. Efetuando uma rotação das 
tetradas em relação à direção x 2 similar à mostrada na seção 7.1 e calculando-se as componentes 
do tensor de Riemann relevantes para o cálculo de no novo sistema rotacionado obtém-se
(2 Q 4 -  6b r4Q 2 +  6M 'b r 5 -  6M ' r Q 2 -  2M'r3 +  3M'2r2 - br6 +  3 Q 2r 2)
R ô
p
ô íô í _  r 4( r 2 -  3M'r +  2 Q 2)
(M'r - Q2 - br4)
0202 =  r 2 ( r 2 -  3 M 'r +  2 Q 2) ;
p _ ( M 'r  -  Q2 -  br4)
R ô3ô2 = r4 • (7.54)
Utilizando-se estas componentes na equação (7.21) obtém-se uma expressão para a 
primeira componente do tensor métrico que, através da lei de Tolman resulta no perfil de tem­
peratura
T  =  1 + ( 2 M ' r 3 -  2 Q 4 +  6b r4Q 2 -  6M'br5 +  6M'rQ2 - 3M'2r2 +  br6 - 3 Q 2r 2) (x i)2
T ô 2 r 4 ( r 2 -  3M'r +  2 Q 2)
( M 'r - Q2 - br4) ( ^ 2  ( M ' r  -  Q 2 -  b r4) 2 (7 55)
(x  ) 774 • ( / .55 )2 r2( r 2 -  3M'r + 2Q2y  ' 2 r4
onde T ô é representa a temperatura constante de equilíbrio na geodésica.
Do mesmo modo que foi feito na seção 7.1, através da equação do desvio geodésico 
(7.29) obtém-se o seguinte sistema de equações
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d2x 4 IM 'r  — Q 2 — br4 dx3
— 2C\I -------;------- ;---+
dT 2 dr
(2Q4 — 6br4Q 2 + 6M 'br5 — 6M 'rQ 2 — 2M 'r3 + 3M '2r 2 — br6 + 3Q2r 2)
r 4(r2 — 3M ' r + 2Q2) 
d2x2 c2(M 'r  — Q 2 — br4) 
d 2  + r 2(r2 — 3M 'r + 2Q2) = ’
d2x3 I M 'r  — Q 2 — br4 dx1




que constituem um sistema acoplado, cujas soluções são
r
r
r (M 'r  — Q2 — br4) 
M '(r2 — 3ar + 2Q2)x2 = x0sen(Qr), Q = Qn\ G  2-- 7.----- , x1 = x0sen(ur),
3 , (M  'r — Q 2 — br4) ( r 2 — 3M ' r + 2Q2) . .x = 2 \ x cos( u r )
M M 'r 3 — 6M 'r 2 + 9Q2M 'r  — 4Q4 + 15M'br5 — 4br6 — 12Q2br4 0 ( )}
_  ! M  'r 3 — 6M 'r 2 + 9Q2M 'r  — 4Q4 + 15M'br5 — 4br6 — 12Q2br4
U = UNd M  'r(r2 — 3M 'r + 2Q2) ’ (7.57)
onde uN = QN = -\JG f . Substituindo os valores de x1, x2 e x3 das equações (7.57) na equação 
do perfil de temperatura (7.55) obtém-se a mesma expressão das oscilações de temperatura para 
a métrica de Reissner-Nordstrom
A ( r )
M ' (xQ)2 
4r3
x 2
(A  — B ) — (A  + B )co s (2u r ) — C  ( x^10 (1 — cos(2Qr)) (7.58)
onde os coeficientes A, B  e C  são definidos por:
2
 ^ _  2 M 'r2 — 2Q4 + 6br4Q 2 — 6M 'br5 + 6M 'rQ 2 — 3M '2r 2 + br6 — 3Q2r 2 
A  — ----------------
B
M ' r ( r 2 — 3M 'r + 2Q2)
4 (M 'r — Q 2 — br4)2(r2 — 3M 'r + 2Q2)
M 'r (M 'r 3 — 6M '2r 2 + 9M ' Q2r — 4Q4 — 4br6 + 15M' br5 — 12bQ2r4)
C  = r (M 'r — Q 2 — br4)
C M '(r 2 — 3M 'r + 2Q2) . ( )
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7.3 A c r e ç ã o  h id r o d in â m ic a  e m  1PN
Considere o processo de acreção de um gás em torno de um objeto compacto de massa 
M . O gás é descrito pela equação de estado politrópica p = np1 e a velocidade do som é dada 
por a = \/dp/dp = a/Yp/p. O gás está em um estado estacionário e no infinito se encontra 
em repouso. As equações de balanço para a densidade de massa-energia e densidade de massa 
considerando a aproximação 1PN são dadas respectivamente pelas equações (6.40) e (6.44)
da d aV % 1 í  d0 dp\ dp* dp*V% ^
m  + 3  — C2 { p â t  + e t )  = 0' ~ôl + “ 3  = 0, (7.60)
onde a densidade de massa-energia a e a densidade de massa p* foram definidas em (6.35) e 
(6.43) e são dadas por
a = p 1 + 3  ( V 2 — 20 + (a  + 1) p p = p
1 V 2
1 + C A  ~2 — 30
(7.61)
A  equação de balanço para a densidade de momento em 1PN é dada pela equação
(6.36)
d aV i daV  iV j d
dt dxj dxi
( i 20
P { 1 — C2
d0 
+ p dxi
4p d £A p t h d 3^
c2 dt
1 + 4  ( ^ —0 +
(a  + 3) p 
2 p
dxi
+ p  d è = °-  (? .62)
Para estados estacionários, as derivadas parciais em relação a t se anulam, e as deri­






e (7.62) pode ser expressa como
(7.63)
d V i d



















1 + -. ( V 2 -  20 + (a  + 1) - 
c2 V P
1 + C2 C ~ 2  -  0  V   ^ = 0
V 0;
(7.65)
e a equação (7.64) torna-se




V d v  + d
dr dr
l i 20
p l 1 -  C2
1 +—2  ( v  2 -  0 + ( a + 3) p2 P
+ P  d L  = 0. (7.66)
c2 dr
A integração das equações (7.65) resulta nas taxas de acreção para densidade de massa 
e densidade de massa-energia
P
M a = 4^pr2
M p* = 4^pr2
1 + ^  ( v  2 -  20 + (a  + 1)- 
c2 V P
1 ( V 2
1 + d  T  -  0  V
V.
(7.67)
A  partir de (7.67), considerando até termos de ordem l/c2, obtemos a seguinte relação 
entre as taxas de acreção
M a = M p*
1 V 2 -
+ d  T + 0 + ( a + 1} p
Comparando com a equação de Bernoulli para a teoria Newtoniana dada por (5.9)
(7.68)
Y - , a -- + 0V I
2 +  Y -  1 p ' r Y -  1 
podemos inferir que (a  + 1) = y /(y  -  1) e portanto
(7.69)
M a = M p* 1 +
1 aí
(Y -  1) c2
(7.70)
Multiplicando (7.66) por 1 1 + Í2 0  d  2 obtemos
V 2\ TrdV  1 dp (  1 Y d p (  2V2\ d0 1 d10
1 + —  I V —  + - d  ( 1 -  d d  1 d  + ( 1 + —  I d  + ^ d  = 0. (7.71)c2 dr P dP c2 ( Y -  1) P dr c2 dr c2 dr





aY l  ( 1 Y l  ï
2 V + 2c2)  + (y — 1 ) y  2 (y — 1 )c2
+
4
(Y — 1 )c2 (a^  — a )d0 + ~2
+ . (  ■— I
0  al 1
(Y — 1) V 2(Y — 1)c
. (7.72)
Das equações (7.65) e (7.71) temos que
2 d V ' 1
- + -  + V  + -  (V V ' — 34) = 0,r p V c2
2  + -  + x  + 1  (2VV  ' — 20' + a2 -  ) = 0
r p V c2
V 2
p
1 + ^T  V V  ' + 1 —
Y a‘ a2 -  + 11 2 V ^  0' + $9 + ~y
(Y — 1) cV  P
onde V ', p', 0 ' e 0 ' denotam as derivadas de V , p, 0 e 0 , respectivamente. 








2r [V 2 (1 — ÿ )  — a2]
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P
V 2 d  — 2-r0 ) — r- f







D i = 2a2V 2 
D 2 = —r(Y — 1 )
4  (1  — 0 0 )  — (Y — 1)r0 + (Y — 1)V4 2a2 1 — + *
— a4r 0' ,
(7.75)
Os valores que anulam os numeradores e denominadores na equação (7.74) corres­
pondem ao ponto crítico análogo ao ponto transônico do caso Newtoniano




Vs2 = a2s [ 1 + ÿ  , , V  2 = 0 0 8  f 1 + 2rs0's2 c2
(7.76)
Substituindo (7.76) em (7.75) e calculando valor de 0' no ponto crítico resulta
0 's _  rs0'l ( 1  , 2rs0's
2c2








ßs = ------= - rsß's = - 2 a U  1 -  - f )  . (7.78)
G M  „ „ 2 A  -a2
- v c
Substituindo (7.78) em (7.77) e integrando obtemos
A  G 2M 2 (r sß' s)2 a4 (7.79)
c2 4r2c2 4c2 c2
onde considerou-se que localmente em torno do ponto transônico A  & ^ s.
A  partir da equação de Bernoulli em 1PN (7.72) e do potencial Newtoniano (7.78)
temos
VS2 / V2\ a2 





(Y — 1)c2 a ~  -  ~ r
2(y -  1)c2 
G M  \ G M
drs + 7
(Y -  1)
1
2(y  -  1)c2
(7.80)
2a2
(5 -  3y )
1 + (Y + 18) a2 2(5 -  3y) c2 _
(7.81)
De (7.78) e (7.81) obtemos o raio transônico
(5 -  3y) G M
4
1 (y  + 6) a
2(5 -  3y ) c2 _
(7.82)
Podemos introduzir as variáveis adimensionais x, v, z definidas de modo que [53]
G M







onde ß = aß^/c2 denota o parâmetro relativístico.
Considerando o potencial Newtoniano ß = - G M /r, taxa de acreção para a densidade 
de massa pode ser expressa em termos das novas variáveis, resultando
4npr2 ' 1 ( V 2 3G M \
! + ? ( t  + 3 )
V  = 4n\ ( G M \ p<x>ac (7.84)
onde X = x2vz. Outra quantidade adimensional pode ser definida através da razão entre a 
velocidade do gás V  e a velocidade do som a, ou seja, y = V/a. Conforme mostrado na seção 










2 / A \  Y+1






■ V X 2 ( 7 - 1 ) n[ _^  (  W  Y + 1
1 + (Y + 1 ) y ’ + Y  X2
[  _+_ V A \ ^
(7 + 1 ) y _+ Y  X2
(7.85)
Desta forma podemos também escrever V  e a em termos de x e y
z
V a^y  _+1
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Podemos expressar cada um dos termos do lado esquerdo da equação de Bernoulli 
1PN (7.72) em função das variáveis x e y:
V 2 V 2





1 -  -(Y -  3) y7+1 ( 2 2  7+1




(Y -  1)
1
2(y -  1 )c v  (y + 1) Vyx'
A
2(7-1)7 + 1
X [ ( Y -  3) ~4r f  A 1 -  —--- — y 7+1 I —
2(y  +1) x2
2(7-1)7+1
1 + Y +1
2(y  -  1)y2
(7.88)
„ .  - m  = - g-m 1 +
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( a2 -  a2 ) d0 4aL [
(Y -  1)
1 A
yx2
2(7-1) -|7 + 1 dx
x2 (7.90)
2 2 2a a a
2
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^ 1 f  2a V  [a — (y  — l )r f i]  + (7  — 1)V [2a + r<p'} — a r$>
t (y  — l) (a 2 — V 2) 
a^ /3 f  dx 1









Ao contrário do que ocorre para a teoria Newtoniana de acordo com Bondi [53], 
não foi possível obter uma expressão analítica relacionando as variáveis adimensionais y e 
x. Substituindo os termos calculados em (7.87-7.91) na equação de Bernoulli 1PN (7.72) e 
derivando em relação a x, as integrais desaparecem e obtemos uma equação diferencial em y e 




8 RESU LTA D O S E  D ISC USSÃ O
Nesta seção serão apresentados os resultados obtidos após as três etapas do processo 
de pesquisa, descritas na seção 7. Para a primeira etapa, foram analisadas as oscilações de tem­
peratura dadas pela equação (7.36) para alguns modelos teóricos da literatura que consideram a 
existência de carga elétrica em alguns objetos compactos. Estes objetos constituem os estágios 
finais do processo de evolução estelar, são caracterizados por apresentarem grande densidade 
de massa e, portanto, produzem fortes campos gravitacionais ao seu redor. Exemplos de objetos 
compactos incluem anãs brancas, estrelas de nêutrons e buracos negros.
O problema analisado consiste em um gás em uma órbita circular em torno de um ob­
jeto carregado que produz um forte campo gravitacional. Foram consideradas órbitas circulares 
com r = 5Rr n , onde R rn  é o raio de Reissner-Nordstrom (equivalente ao raio de Schwarzs­
child para a métrica de Reissner-Nordstrom). Nestes cálculos o R rn  utilizado foi a raiz positiva 
da expressão (2.56). Esta escolha foi feita para evitar a região crítica mostrada na figura 2.3. 
Considerou-se também x0 = x^  = 1.
Para cada um dos modelos analisados foram elaborados gráficos relacionando a am­
plitude das oscilações de temperatura A ( t ) e o tempo próprio t , utilizando-se diferentes con­
figurações de massa e carga elétrica. Os gráficos foram feitos utilizando-se o software Maple 
6. Para cada caso também foi calculada a razão entre as frequências Q/u, que Zimdahl &  Kre- 
mer [11] compararam com a razão 3/2 observada entre picos no espectro de fontes de raios 
X  binárias [25] que caracteriza o fenômeno das QPOs (Quasi-Periodic Oscillations). Esses 
resultados são apresentados nas seções 8.1 a 8.4, e foram publicados em artigo de Mehret &  
Kremer [28].
Para a segunda etapa, que considera um gás em uma órbita circular em torno de um 
objeto carregado que produz um campo gravitacional de Reissner-Nordstrom-de Sitter, apenas 
um modelo foi analisado [30]. Com base nos valores de massa, carga elétrica e constante 
cosmológica fornecidos por este modelo, foi possível comparar as oscilações de temperatura 
considerando-se a presença ou ausência da constante cosmológica, com o objetivo de determinar 
sua influência. O resultado da análise para este caso é apresentado na seção 8.5.
Na terceira etapa, utilizando-se os termos calculados em (7.87-7.91) e substituindo- 
os na equação de Bernoulli 1PN (7.72) e derivando em relação a x, obteve-se uma equação 
diferencial em y e x , que foi resolvida numericamente utilizando-se o software Mathematica 7. 
A  seção 8.6 apresenta os resultados da análise das soluções desta equação e a comparação entre 
método da aproximação 1PN com as soluções Newtonianas.
É  importante ressaltar que a metodologia utilizada neste trabalho é bastante limitada 
pois não considera as propriedades físicas peculiares presentes em vários objetos compactos 
analisados e que certamente possuem um papel fundamental na dinâmica de uma partícula ou 
sistema próximo a esses objetos.
87
8.1 M o d e l o  d e  R a y  e t  a l  (2003) p a r a  e s t r e l a s  c o m pa c t a s
Em 2003 Ray et al [5] apresentaram um modelo para descrever o efeito da carga elé­
trica em estrelas compactas, assumindo que a distribuição de carga é proporcional à densidade 
de massa. Este modelo utiliza uma equação de estado politrópica para estrelas eletricamente 
carregadas, e considera valores de carga elétrica em torno de 1020C  para as estrelas compactas.
Este modelo também considera que essas estrelas poderiam potencialmente dar origem 
a buracos negros carregados no caso de perturbações que levassem a força da gravidade se 
sobrepor à pressão e à repulsão coulombiana.
Com base nos valores de massa e carga elétrica para estrelas compactas fornecidos 
pelo artigo de Ray et al [5] foi elaborada a tabela 8.1, contendo, além de massa e carga elétrica, 
o valor do raio da órbita r = 5Rrn  e a razão entre as frequências ü/u.
Tabela 8.1: Valores de massa, raio da órbita, carga elétrica e razão Q/w para estrelas compactas segundo 
o modelo de Ray et al. Fonte: o autor.
Estrelas compactas
M  (M 0) r = 5Rrn  (km) q(x1020C  ) Q/u
1,430 21,030 0, 259 1, 582
1, 765 24,275 1, 517 1, 595
2, 728 33,769 3, 434 1, 626
5, 248 59,560 7, 576 1, 663
12,150 132,240 18,314 1, 686
Utilizando-se os valores fornecidos pela tabela 8.1 foram elaborados os gráficos mos­
trados nas figuras 8.1 a 8.5.
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Figura 8.1: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de uma estrela compacta eletricamente carregada de massa igual a 1,43M© e carga elétrica igual 
a 0, 259 x 102ÔC . O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
Figura 8.2: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de uma estrela compacta eletricamente carregada de massa igual a 1, 765M© e carga elétrica igual 
a 1, 517 x 102ÔC . O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
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Figura 8.3: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de uma estrela compacta eletricamente carregada de massa igual a 2, 728M© e carga elétrica igual 
a 3, 434 x 1Ü20C . O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
Figura 8.4: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de uma estrela compacta eletricamente carregada de massa igual a 5,248M© e carga elétrica igual 
a 7, 576 x 1Ü20C . O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
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Figura 8.5: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de uma estrela compacta eletricamente carregada de massa igual a 12,15M© e carga elétrica igual 
a 18,314 x 102ÔC . O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
A  análise deste conjunto de estrelas descritas pelo modelo de Ray et al revela que as 
estrelas com menores valores de massa e carga elétrica apresentaram os menores valores para a 
razão Q/u. Os valores obtidos foram bastante próximos aos obtidos por Zimdahl &  Kremer [11] 
(Q/u & l, 58) que, no entanto, não levaram a carga elétrica em consideração. Essas estrelas 
também apresentaram maiores amplitudes e frequências de oscilação para valores menores de 
massa e carga.
Neste modelo, variou-se simultaneamente a massa e a carga elétrica. Como a densi­
dade de carga é proporcional à densidade de massa, não foi possível, analisando este conjunto 
de estrelas, verificar isoladamente o efeito do termo de carga nas oscilações de temperatura. 
No entanto verificou-se que a massa possui grande influência na amplitude e na frequência das 
oscilações, como pode ser observado no gráfico mostrado na figura 8.6. Note que a ampli­
tude e a frequência das oscilações são menores para as estrelas compactas de maior massa, se 









0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01T
Figura 8.6: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de uma estrela compacta eletricamente carregada de massa igual a 1, 43M© (linha vermelha 
tracejada), 1, 765M© (linha azul pontilhada) e 12,15M© (linha verde contínua). O tempo próprio t está 
expresso em segundos. Fonte: o autor.
8.2 MODELO d e  N e g r e ir o s  e t  a l  (2009) p a r a  e s t r e l a s  d e  q u a r k s
Este modelo apresentado em 2009 por Negreiros et al [13] analisa a possibilidade de 
existência de estrelas de quarks, também chamadas de estrelas estranhas devido ao fato de que 
seriam compostas por uma forma de matéria chamada de matéria estranha. A  matéria estranha 
é uma fase extremamente densa de matéria degenerada, que em teoria seria formada a partir de 
um processo de compressão semelhante ao que forma estrelas de nêutrons, porém muito mais 
intenso, onde ocorre o decaimento dos nêutrons nos quarks que os constituem.
O modelo apresenta a carga elétrica como uma possível causa dos fortes campos 
elétricos (da ordem de 1018 V/cm) presentes nas estrelas estranhas. No caso de estrelas estranhas 
supercondutoras, os campos elétricos podem ser da ordem de 1019 V/cm.
Com base no artigo de Negreiros et al [13] foi elaborada a tabela 8.2, contendo valores 
de massa e carga elétrica para as estrelas de quarks extraídos do artigo, o valor do raio da órbita 
r = 5Rrn  e a razão entre as frequências Q/u.
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Tabela 8.2: Valores de massa, raio da órbita, carga elétrica e razão Q/w para estrelas de quarks segundo 
o modelo de Negreiros et al. Fonte: o autor.
Estrelas de quarks
M  (M q) r = 5Rrn  (km) q (x 10 17C ) ü/u
2, 02 29,791 0 1, 581
2, 07 29,923 989 1, 584
2,15 30,362 1486 1, 589
2, 25 30,824 1982 1, 595
Utilizando-se os valores fornecidos pela tabela 8.2 foram elaborados os gráficos mos­
trados nas figuras 8.7 a 8.10.
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Figura 8.7: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de uma estrela de quarks eletricamente carregada de massa igual a 2, 02Mo e carga elétrica igual 
a zero. O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
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Figura 8.8: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de uma estrela de quarks eletricamente carregada de massa igual a 2, 07M© e carga elétrica igual 
a 989 x 1017C . O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
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Figura 8.9: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de uma estrela de quarks eletricamente carregada de massa igual a 2,15M© e carga elétrica igual 
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Figura 8.10: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de uma estrela de quarks eletricamente carregada de massa igual a 2,25M© e carga elétrica 
igual a 1982 x 1017C . O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
Este conjunto de estrelas apresenta valores de massa muito próximos (em torno de 
2Mq), porém com maior variação entre os valores de carga elétrica. Uma das estrelas possui 
valor de carga nulo, portanto para esta estrela o problema se reduz à uma órbita circular em um 
campo de Schwarzschild, como tratado em [11]. Esta estrela apresentou ü/u = 1, 581, com 
boa concordância com os resultados de Zimdahl &  Kremer.
Não foram observadas grandes variações nos períodos e nas amplitudes de oscilação, 
mesmo para as estrelas com maiores valores de carga. O gráfico mostrado na figura 8.11 ilustra 
esta situação, pois compara as oscilações de temperatura calculadas para as duas estrelas com 
maior diferença de carga elétrica. Isto pode indicar que um aumento no valor da massa das 
estrelas da ordem de 0, 2M q pode compensar variações de carga elétrica da ordem de 2 x 1Ü20C , 
de modo que nenhum efeito decorrente de um dos termos pode ser observado. Com o aumento 
da carga elétrica, observou-se um ligeiro acréscimo no valor da razão ü/u.
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Figura 8.11: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de uma estrela de quarks eletricamente carregada de massa igual a 2,02M© (linha vermelha 
tracejada) e 2,25M© (linha azul contínua). O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o 
autor.
8.3 M o d e l o  d e  B in -Nu n  (2011) p a r a  b u r a c o s  n e g r o s
Em 2011 Bin-Nun [6] apresentou um modelo para descrever objetos massivos eletri­
camente carregados. Este modelo considera o termo de carga na métrica de Reissner-Nordstrom 
(2.55) em termos de uma proporção da massa (Q 1 = Q2 = pq4M 2, com q sendo um parâmetro 
livre).
Segundo este modelo, a quantidade Q 1 = Q2 da métrica de Reissner-Nordstrom pode 
ser interpretada como um parâmetro livre ao invés de uma quantidade física como a carga elé­
trica. Esta interpretação considera o termo de carga como resultado de um efeito gravitacional 
de maré [57], sendo conhecida como TRN (Tidal Reissner- Nordstrom). De acordo com a TRN, 
o parâmetro pq pode ser negativo.
Uma modificação deste modelo foi feita em 2014 por Zakharov [7], expressando o 
parâmetro livre pq como pq = Q2/M 2 sem o fator 1/4. Esta será a expressão adotada na 
presente análise. Zakharov também apresenta alguns valores de massa para dois buracos negros: 
um no centro da galáxia com massa M Bh  = (4, 3 ± 0,4) x 106M© e outro localizado na galáxia 
elíptica M 87 com massa M M87 = (6,2 ± 0,4) x 109M©. Estes valores foram obtidos através 
de medidas observacionais [58,59].
Para cada um deles foram consideradas três configurações sugeridas em [6]:
• pq = 0: Representa a ausência de carga elétrica (Schwarzschild).
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• pq = 1: Caso em que Q2 = M 2, chamado de ERN  (Extremal Reissner- Nordström).
• pq = —6.4: Exemplo da TRN (Tidal Reissner- Nordström).
Com base no artigo de Zakharov [7] foram elaboradas as tabelas 8.3 e 8.4, contendo 
o valor de massa, os diferentes valores do parâmetro de carga pq, o raio da órbita r = 5Rrn  e a 
razão entre as frequências ü/u  para os dois buracos negros considerados no artigo.
Tabela 8.3: Valores de massa, raio da órbita, parâmetro de carga elétrica e razão Q/w para um buraco 
negro no centro da galáxia segundo o modelo de Bin-Nun. Fonte: o autor.
Buraco negro no centro da galáxia
M  (M 0) r = 5Rrn  (km) Pq ü/u
4,3 x 106 1 , 18 x 108 —6, 4 1 , 622
4,3 x 106 6,34 x 107 0 1, 581
4,3 x 106 3,17 x 107 1 2, 236
Tabela 8.4: Valores de massa, raio da órbita, parâmetro de carga elétrica e razão Q/w para um buraco 
negro na galáxia M87 segundo o modelo de Bin-Nun. Fonte: o autor.
Buraco negro em M87
M  (M o) r = 5Rrn  (km) Pq ü/u
6,2 x 109 1, 70 x 1011 —6, 4 1 , 622
6,2 x 109 9,14 x 1010 0 1, 581
6,2 x 109 4, 57 x 1010 1 2, 236
Utilizando-se os valores fornecidos pela tabela 8.3 foram elaborados os gráficos mos­
trados nas figuras 8.12 a 8.14. Para permitir a visualização através do gráfico, a amplitude A (t ) 
foi multiplicada por um fator de escala de 109.
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Figura 8.12: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de um buraco negro no centro da galáxia eletricamente carregado com parâmetro de carga 
pq = —6, 4. A amplitude A (t ) está multiplicada por um fator de escala de 109. O tempo próprio t está 
expresso em segundos. Fonte: o autor.
Figura 8.13: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de um buraco negro no centro da galáxia eletricamente carregado com parâmetro de carga pq = 0. 
A amplitude A (t ) está multiplicada por um fator de escala de 109. O tempo próprio t está expresso em 
segundos. Fonte: o autor.
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Figura 8.14: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de um buraco negro no centro da galáxia eletricamente carregado com parâmetro de carga pq = 1. 
A amplitude A (t ) está multiplicada por um fator de escala de 109. O tempo próprio t está expresso em 
segundos. Fonte: o autor.
Utilizando-se os valores fornecidos pela tabela 8.4 foram elaborados os gráficos mos­
trados nas figuras 8.15 a 8.17. Para permitir a visualização através do gráfico, a amplitude A (r ) 
foi multiplicada por um fator de escala de 1015.
Figura 8.15: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de um buraco negro na galáxia M87 eletricamente carregado com parâmetro de carga pq = - 6,4. 
A amplitude A (t ) está multiplicada por um fator de escala de 1015. O tempo próprio t  está expresso em 
segundos. Fonte: o autor.
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Figura 8.16: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de um buraco negro na galáxia M87 eletricamente carregado com parâmetro de carga pq = 0. 
A amplitude A (t ) está multiplicada por um fator de escala de 1015. O tempo próprio t está expresso em 
segundos. Fonte: o autor.
Figura 8.17: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de um buraco negro na galáxia M87 eletricamente carregado com parâmetro de carga pq = 1. 
A amplitude A (t ) está multiplicada por um fator de escala de 1015. O tempo próprio t está expresso em 
segundos. Fonte: o autor.
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Na análise deste modelo, para cada um dos buracos negros, foi possível verificar o 
efeito da variação da carga elétrica, mantendo-se a massa constante. Os buracos negros apre­
sentaram períodos de oscilação muito maiores do que os demais objetos compactos analisados. 
Também apresentaram amplitudes muitas ordens de grandeza mais baixas do que as outras es­
trelas. Isto pode ser causado pelos grandes valores de massa e também de carga elétrica, que 
são muitas ordens de grandezas superiores aos das outras estrelas. Esta análise mostrou também 
que a variação da carga elétrica teve grande influência no período e na amplitude das oscilações: 
quanto maior a carga, menor o período e maior a amplitude das oscilações de temperatura. Este 
fato pode ser melhor observado a partir dos gráficos mostrados nas figuras 8.18 e 8.19, que 
mostram as oscilações de temperatura para os dois buracos negros com presença e ausência de 
carga elétrica.
Figura 8.18: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de um buraco negro no centro da galáxia eletricamente carregado com parâmetro de carga pq = 1 
(linha vermelha tracejada) e pq = 0 (linha azul contínua). A amplitude A (t ) está multiplicada por um 
fator de escala de 109. O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
101
Figura 8.19: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de um buraco negro na galáxia M87 eletricamente carregado com parâmetro de carga pq = 1 
(linha vermelha tracejada) e pq = 0 (linha azul contínua). A amplitude A (t ) está multiplicada por um 
fator de escala de 1015. O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
As configurações com parâmetro de carga negativo apresentaram as menores ampli­
tudes e os maiores períodos. Este comportamento segue a tendência geral observada de que 
quanto menor o valor da carga, maior o período e menor a amplitude, mostrando que para estes 
casos este comportamento pode ser estendido para valores de pq < 0. Este fato pode ser melhor 
observado a partir dos gráficos mostrados nas figuras 8.20 e 8.21. No entanto, registraram um 
aumento da razão ü/u  em relação aos casos em que pq = 0, contrariando o comportamento 
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Figura 8.20: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de um buraco negro no centro da galáxia eletricamente carregado com parâmetro de carga pq = 0 
(linha azul tracejada) e pq = -6,4 (linha verde contínua). A amplitude A (t ) está multiplicada por um 
fator de escala de 109. O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
Figura 8.21: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de um buraco negro na galáxia M87 eletricamente carregado com parâmetro de carga pq = 0 
(linha azul tracejada) e pq = -6,4 (linha verde contínua). A amplitude A (t ) está multiplicada por um 
fator de escala de 1015. O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
Analisando as tabelas 8.3 e 8.4 percebe-se que os valores da razão entre as frequências
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para os dois buracos negros foram os mesmos para todos os valores de pq, mesmo para massas 
diferentes. Isto sugere que para este modelo, a razão entre as frequências não depende da 
massa, mas somente do parâmetro pq. De fato, é possível demonstrar que para um modelo que 
considera a carga elétrica proporcional à massa por um fator pq, a razão entre as frequências 
depende somente de pq. A  razão entre as frequências 0/u é dada por
Q / r(r-Q2/M~  
Q 0 Ny  r2-3M'r+2Q2
U , , / r3-6M/r2+9Q2r-4Q4/M/
UNy  r(r2-3M'r+2Q2)
com Qn = uN . Considerando que Q 2 = pqM 12 no modelo de Bin-Nun, temos:
(8.1)
0  r 3 — r 2pq M '
(8.2)
u  V r 3 — 6M ,rq + 9pqM 'qr — 4p2qM '3
Considerando-se o raio da órbita como um múltiplo do raio de Reissner-Nordstrom 
(tomado como a raiz positiva da equação (2.56)), temos:
r = N  (M ' + y/ M 12 — Qq) = N  (M ' + ^/M 'q — pq M 'q) = N  (M '( l + y / l—pq)) = N M 'h
(8.3)
onde N  é um número real positivo e h = l  + ^ Jl — pq. Substituindo em (8.3) obtém-se:
0 M '3(N 3 h3 — N qhqpq) / N 3h3 — N qhqpq
(8.4)
u y  M '3(N 3h3 — 6Nqhq + 9Npqh — 4pq) V N 3h3 — 6N qhq + 9Npqh — 4pq'
Portanto conclui-se que Q/u é função somente de pq.
8.4 M o d e l o  d e  L iu  e t  a l  (2014) p a r a  a n ã s  b r a n c a s
Este modelo apresentado em 2014 por Liu et al [8] sugere a possibilidade de estrelas 
anãs brancas eletricamente carregadas serem responsáveis pela formação de supernovas. Essas 
estrelas teriam massas superiores ao limite de Chandrasekhar de l, 4MQ, portanto seriam anãs 
brancas instáveis que continuariam a colapsar.
De maneira semelhante ao modelo de Ray et al [5] para estrelas compactas, este 
modelo também adota a proporcionalidade entre densidade de carga proporcional e densidade 
de massa, considerando também uma equação de estado politrópica para soluções exatas e 
uma equação geral de estado (baseada na equação de estado do elétron livre) para soluções 
numéricas.
Na presente análise, a carga elétrica foi considerada constante, com valores variáveis 
de massa. Esta escolha teve por objetivo verificar a influência da massa nas oscilações de
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temperatura.
Com base nos valores fornecidos pelo artigo de Liu et al [8] foi elaborada a tabela 8.5, 
contendo, além de massa e carga elétrica, o valor do raio da órbita r = 5Rrn  e a razão entre as 
frequências ü/u  para as configurações de estrelas anãs brancas analisadas no artigo.
Tabela 8.5: Valores de massa, raio da órbita, carga elétrica e razão Q/w para anãs brancas segundo o 
modelo de Liu et al. Fonte: o autor.
Anãs brancas
M  (M q) r = 5Rrn  (km) q (x 1020C  ) ü/u
1,4325 13,622 2, 35 1, 789
1,5168 15, 967 2, 35 1, 707
1,7970 21,816 2, 35 1, 633
1,954 24,678 2, 35 1, 618
2,4419 32,906 2, 35 1, 599
Utilizando-se os valores fornecidos pela tabela 8.5 foram elaborados os gráficos mos­
trados nas figuras 8.22 a 8.26.
Figura 8.22: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de uma anã branca eletricamente carregado com massa & 1,43M©. O tempo próprio t está 
expresso em segundos. Fonte: o autor.
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Figura 8.23: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de uma anã branca eletricamente carregado com massa & 1 ,62M©. O tempo próprio t  está 
expresso em segundos. Fonte: o autor.
Figura 8.24: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de uma anã branca eletricamente carregado com massa & 1 ,80Mo. O tempo próprio t  está 
expresso em segundos. Fonte: o autor.
106
O 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
T
Figura 8.25: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de uma anã branca eletricamente carregado com massa & 1,95Mo. O tempo próprio t está 
expresso em segundos. Fonte: o autor.
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Figura 8.26: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de uma anã branca eletricamente carregado com massa & 2,44Mo. O tempo próprio t está 
expresso em segundos. Fonte: o autor.
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Através da tabela 8.5 nota-se que as estrelas com maiores valores de massa apresenta­
ram valores de ü/u  mais próximos da razão 3/2. Este comportamento difere do observado nas 
estrelas compactas do modelo de Ray et al [5], entretanto, para as estrelas compactas variou-se 
também a carga elétrica, não sendo possível distinguir o papel da massa e da carga separada­
mente.
O estudo do comportamento das anãs brancas de acordo com a variação da massa 
revelou que as estrelas de menor massa apresentaram menor período e maior amplitude para as 
oscilações de temperatura. Este fato pode ser observado através do gráfico mostrado na figura 
8.27, que apresenta as oscilações de temperatura para as anãs brancas com maior diferença de 
massa.
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Figura 8.27: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de uma anã branca eletricamente carregado com massa & 1,43M© (linha vermelha tracejada) 
e 2, 44M© (linha azul contínua). O tempo próprio t está expresso em segundos. Fonte: o autor.
Comparando-se as análises das várias configurações apresentadas, verificou-se que:
• Quanto maior a massa Menor razão ü/u  Maior período = ^  Menor
amplitude.
• Quanto maior a carga = ^  Maior razão ü/u = ^  Menor período = ^  Maior 
amplitude.
Portanto, em relação às oscilações de temperatura em um gás em movimento circular 
em torno de um objeto compacto eletricamente carregado, o efeito da carga elétrica é oposto ao 
efeito da massa. Este resultado é esperado pois na expressão da métrica de Reissner-Nordstrom 
o termo de massa e o termo de carga tem sinais opostos.
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8.5 M o d e l o  d e  B r a d y  (1997) c o n s id e r a n d o  u m  c a m p o  d e  R e is s n e r -No r d s t r ô m -
DE SITTER
O modelo teórico considerado nesta etapa foi apresentado por Brady et al [30] em 
1997, e analisa a propagação de campos escalares sem massa e com simetria esférica em um 
espaço-tempo com constante cosmológica não nula. Neste caso, os campos gravitacionais são 
descritos pela métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter. O artigo de Brady et al [30] utiliza o 
sistema natural de unidades (G  = c = 4^e0 = 0) que também será utilizado nesta seção.
Com base nos valores de massa, carga elétrica e constante cosmológica fornecidos 
pelo artigo de Brady et al [30], utilizando-se um procedimento semelhante ao já apresentado 
nas seções 8.1 a 8.4, foram calculadas as frequências 0 e u  e a razão entre as frequências 
0/u  para a métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter. O valor do raio da órbita considerado foi 
r = l0 M . Considerando valores de carga elétrica e constante cosmológica iguais a zero, foi 
possível reproduzir estes cálculos para outras métricas que são casos particulares da métrica de 
Reissner-Nordstrom-de Sitter. Esses resultados são mostrados na tabela 8.6.
Tabela 8.6: Comparação entre casos particulares da métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter. Fonte: o 
autor.
Casos particulares de Reissner-Nordstrom-de Sitter
Métrica M Q A r = 10M U Q Q/u
Schwarzschild 1 , 0 0, 0 0, 0 10, 0 0, 239 0, 378 1, 581
Reissner-Nordstrom 1, 0 0, 5 0, 0 10, 0 0, 245 0, 372 1, 520
Schwarzschild-de Sitter 1, 0 0, 0 10“ 4 10, 0 0, 213 0, 372 1, 747
Reissner-Nordstrom-de Sitter 1, 0 0, 5 10“ 4 10, 0 0, 219 0, 365 1, 669
Analisando os dados mostrados na tabela 8.6 observa-se que o caso onde a razão 
entre as frequências mais se aproximou de 3/2 foi para a métrica de Reissner-Nordstrom. A 
introdução da carga elétrica causou uma pequena diminuição na razão 0/u. Por outro lado, 
para os casos que consideram a constante cosmológica sofreram um aumento na razão entre as 
frequências.
Utilizando-se os valores fornecidos pela tabela 8.6 foram elaborados os gráficos mos­
trados nas figuras 8.28 a 8.31, relacionando a amplitude normalizada das oscilações de tempe­
ratura e o tempo próprio.
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Figura 8.28: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de um objeto massivo, considerando o caso em que M  = 1, Q = 0 e A = 0 (Schwarzchild). O 
tempo próprio está expresso em unidades do tempo de Planck. Fonte: o autor.
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Figura 8.29: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de um objeto massivo, considerando o caso em que M  = 1, Q = 0, 5 e A = 0 (Reissner- 
Nordstrom). O tempo próprio está expresso em unidades do tempo de Planck. Fonte: o autor.
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Figura 8.30: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular em 
torno de um objeto massivo, considerando o caso em que M  = 1, Q = 0 e A = 10-4 (Schwarzschild-de 
Sitter). O tempo próprio está expresso em unidades do tempo de Planck. Fonte: o autor.
Figura 8.31: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de um objeto massivo, considerando o caso em que M  =1, Q = 0,5 e A = 10-4 (Reissner- 
Nordstrom-de Sitter). O tempo próprio está expresso em unidades do tempo de Planck. Fonte: o autor.
Os gráficos mostrados nas figuras 8.32 e 8.33 mostram a comparação entre casos 
com presença e ausência da constante cosmológica. Na figura 8.32 podem ser comparadas as 
oscilações para os casos Schwarzschild e Schwarzschild-de Sitter, enquanto a figura 8.33 mostra 
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Figura 8.32: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de um objeto massivo, considerando o caso em que M  = 1, Q = 0 e A = 0 (Schwarzschild, 
linha vermelha contínua), e M  = 1, Q = 0 e A = 10_4 (Schwarzschild-de Sitter, linha azul tracejada). 
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Figura 8.33: Amplitude normalizada das oscilações de temperatura de um gás em movimento circular 
em torno de um objeto massivo, considerando o caso em que M  = 1, Q = 0,5 e A = 0 (Reissner- 
Nordstrom, linha vermelha contínua), e M  =1, Q = 0,5 e A = 10~4 (Reissner-Nordstrom-de Sitter, 
linha azul tracejada). O tempo próprio está expresso em unidades do tempo de Planck. Fonte: o autor.
Através dos gráficos mostrados nas figuras 8.32 e 8.33, pode-se constatar que a in­
fluência da constante cosmológica não vai além de um pequeno deslocamento nos picos de 
oscilação. Esta pequena influência é esperada pois, analisando a expressão da métrica de 
Reissner-Nordstrom-de Sitter (7.44) observa-se que o termo da constante cosmológica (br2) 
torna-se relevante apenas para grandes distâncias em relação à fonte do campo gravitacional.
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8.6 A n á l is e  da a c r e ç ã o  e m  1PN e m  c o o r d en a d a s  a d im e n s io n a is
Na seção 7.3, obteve-se a equação de Bernoulli 1PN (7.72). Para expressar esta equa­
ção em termos de variáveis adimensionais, é necessário substituir os termos calculados em 
(7.87-7.91) na equação de Bernoulli 1PN. Derivando a expressão resultante em relação a x, as 
integrais desaparecem e obtemos uma equação diferencial em função das variáveis adimensio- 
nais y e x. Esta equação foi resolvida numericamente com auxílio do software Mathematica 7, 
utilizando-se as seguintes condições de contorno:
• 7  = 7/5;
• X = Xs para as soluções transônicas;
• X = (1/4) Xs para as soluções subsônica e supersônica;
• valores iniciais: x = xs (raio transônico), y = 1 (para as soluções transônicas), y = 0,15 
(para a solução subsônica) e y = 3 (para a solução supersônica).
As condições de contorno para 7  e X foram as mesmas adotadas por Bondi [53], que 
analisou a acreção Newtoniana. As soluções obtidas para a aproximação 1PN, são mostradas 
nas figuras 8.34 e 8.35, considerando-se o parâmetro relativístico f3 = a^/c2 = 10_4 e f3 = 
10“ 11, respectivamente.
Figura 8.34: Soluções da equação de Bernoulli 1PN adimensional para 7  = 7/5, com parâmetro rela­
tivístico ft = 10_4. As soluções transônicas (linhas vermelhas contínuas) foram obtidas para A = As. 









Figura 8.35: Soluções da equação de Bernoulli 1PN adimensional para y = 7/5, com parâmetro rela- 
tivístico P = 10_11. As soluções transônicas (linhas vermelhas contínuas) foram obtidas para A = As. 
As soluções subsônica e supersônica (linhas azuis tracejadas) foram obtidas para A = (1/4) As. Fonte: o 
autor.
As soluções obtidas para a equação de Bernoulli 1PN foram muito similares às obtidas 
por Bondi [53] para a acreção Newtoniana. Isto indica que a metodologia adotada nesta etapa é 
consistente com os resultados estabelecidos na literatura. A  introdução dos termos de correção 
relativísticos de ordem (1/c2) não produz alterações na forma das soluções para equação de 
Bernoulli.
Conforme mencionado na seção 5.3, as soluções da equação de Bernoulli descrevem 
diferentes processos, incluindo fluxos de ejeção de matéria. A  solução de maior interesse para 
esta análise é a que descreve a acreção transônica, ou seja, uma solução na qual o gás aumenta 
sua velocidade à medida que aproxima-se da fonte do campo gravitacional.
O gráfico mostrado na figura 8.36 apresenta a solução correspondente ao fluxo de 
acreção transônica a partir do raio transônico para diferentes valores de f3.
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Figura 8.36: Solução da equação de Bernoulli 1PN adimensional para y = 7/5, correspondente ao 
regime de acreção transônica, considerando-se fi = 10“ 11 (linha vermelha contínua), fi = 10“ 3 (linha 
azul tracejada), fi = 10“ 2 (linha verde pontilhada). Fonte: o autor.
Observando-se o gráfico mostrado na figura 8.36, nota-se que a variação do parâme­
tro relativístico 0 influencia o valor limite da velocidade atingida pelo fluido no processo de 
acreção. Esta velocidade limite aumenta conforme o parâmetro 0 torna-se mais significativo.
Quando os termos de correção de ordem 1/c2 são desprezíveis (0 ^  0), o processo 
de acreção é descrito pela equação de Bernoulli obtida através da teoria Newtoniana (5.9)
aV I
2 + Y -  1
(8.5)
onde o potencial gravitacional Newtoniano é dado por 0 = -G M /r. Quando r ^  0, ou seja, a 
medida que o fluido se aproxima da fonte do campo gravitacional, o termo 0 torna-se cada vez 




isto é, a velocidade do fluido atinge um limite, definido pela velocidade de queda livre. A 
medida que os termos de correção de ordem 1/c2 tornam-se relevantes, de acordo com a apro­
ximação 1PN, a equação de Bernoulli é dada por (7.72)
2aDO
r
V 2 / V 2\ a2 / a2 \ , / 2^
t ( / + 2 ~2 j  1) (  -  2(y -  1 )c0  + H 1 - C2
+ , f .  2 í  ( a l  -  a2) #  + %  = 7 ^ 7 -  ( 1  -  .„  2 ) ■ (8.7)(7  — 1 )c2 J  ^  c2 (7  — 1) \ 2 (y  — l)c 2
Na equação (8.7) nota-se a presença de mais termos dependentes do potencial 0.
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Quando r 0, todos esses termos tornam-se mais relevantes em relação aos termos relaciona­
dos à velocidade do som. Esses termos adicionais causam a variação na velocidade limite do 




'2G M  2




(7 -  1)
-r
(aL  -  a2) - 7  -  ^ (8.8)
2a V  [a -  (7 -  1 )G M r - 1  ] + (7  -  1)V4[2a2 + G M r-1] -  a4G M r
r ( l  -  1)(a2 -  V 2)
- r . (8.9)
r
116
9 C O N C LU SÕ ES E  P ER SP EC T IV A S
Com relação ao primeiro objetivo do trabalho que foi analisar a influência da carga 
elétrica nas oscilações de temperatura, a metodologia utilizada no presente trabalho mostrou- 
se bastante consistente, pois produziu resultados semelhantes aos já obtidos por Zimdahl &  
Kremer [11] que utilizaram uma metodologia similar para a métrica de Schwarzschild. As 
frequências características obtidas utilizando-se o perfil de temperatura calculado através da lei 
de Tolman, foram as mesmas determinadas através das equações de movimento. As expres­
sões obtidas e o comportamento das oscilações também foram coerentes com os resultados de 
Zimdahl &  Kremer.
As expressões obtidas foram utilizadas para calcular as amplitudes das oscilações de 
temperatura para alguns modelos teóricos que descrevem objetos compactos: estrelas compac­
tas, estrelas de quarks, buracos negros e anãs brancas. Essas oscilações apresentaram frequên­
cias de mesma ordem (kHz) das frequências encontradas nas QPOs (com exceção dos buracos 
negros supermassivos, mas a frequência é inversamente proporcional à massa e por isso as os­
cilações são da ordem de fiHz  [27]). Calculou-se a razão entre as frequências para comparar 
com a razão 3/2 encontrada na literatura a respeito de QPOs. Resultados similares foram ob­
tidos, por exemplo, para o modelo do toro em equilíbrio [51]. Este modelo utiliza as equações 
da mecânica dos fluidos para calcular as frequências de oscilação para algumas métricas [60], 
incluindo Reissner-Nordstrom, e a razão 3/2 também foi obtida [61].
Paras os modelos de estrelas compactas e estrelas de quarks, verificou-se que a razão 
ü/u  é mais próxima de 3/2 para as configurações com os menores valores de carga e massa. 
Também concluiu-se que um aumento no valor da massa das estrelas da ordem de 0 ,2M© pode 
compensar variações de carga elétrica da ordem de 2 x 1020C , como observado no modelo de 
estrelas de quarks.
O modelo de buracos negros apresentou valores de massa e carga muitas ordens de 
grandeza acima dos demais objetos compactos analisados, consequentemente levando a valores 
de amplitude muitas ordens de grandeza menores. Para permitir a visualização gráfica, foi 
necessário multiplicar as amplitudes por um fator de escala. Para este modelo, que utilizava 
valores de carga elétrica definidos como uma proporção direta da massa, foi possível demostrar 
que a razão ü/u  não depende da massa, mas somente do fator de proporcionalidade entre carga 
e massa.
O valor de parâmetro de carga negativo apresentou um comportamento anômalo em 
relação à razão ü/u, quando comparado aos demais casos analisados. Para a variação de am­
plitude e período, no entanto, seu comportamento seguiu a tendência observada para os demais 
valores de parâmetro de carga. Este valor negativo requer muito cuidado ao ser interpretado 
fisicamente, pois não tem sentido de carga elétrica mas sim de uma força gravitacional residual.
O modelo de anãs brancas permitiu a análise da variação de massa mantendo-se a
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carga elétrica constante. Comparando-se a análise deste modelo com a dos buracos negros, foi 
possível verificar que o papel do termo de carga é o oposto do termo de massa, ou seja, en­
quanto o aumento da massa produz uma redução na razão entre as frequências e na amplitude e 
um aumento na frequência, o aumento da carga elétrica produz o efeito inverso. Este compor­
tamento reflete o fato de que o termo de massa e o termo de carga elétrica tem sinais opostos 
na expressão da métrica de Reissner-Nordstrom. Dessa maneira, atingiu-se o objetivo principal 
do trabalho, que era determinar o papel do termo de carga no comportamento das oscilações de 
temperatura.
Embora as QPOs e o problema tratado no presente trabalho sejam situações físicas 
diferentes, possuem algumas características em comum. O estudo de um gás em movimento 
circular geodésico em torno de um objeto compacto massivo eletricamente carregado baseado 
na Lagrangiana de uma partícula livre revelou a existência de duas frequências características: 
u  associada com a frequência radial ur e Q associada com a frequência orbital u^. A  existência 
dessas duas frequências e o regime de fortes campos gravitacionais sugere que esses dois pro­
blemas podem compartilhar características comuns. Por essas razões calculou-se a razão Q/u 
nesta análises. Conforme mencionado no capítulo 1, este é um modelo idealizado com várias 
limitações mas os resultados obtidos são compatíveis com os encontrados para as QPOs.
Com relação ao segundo objetivo do trabalho que foi determinar a influência do termo 
da constante cosmológica nas oscilações de temperatura, a metodologia adotada mostrou-se 
novamente consistente. Como as métricas de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom são casos 
particulares da métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter, foi possível verificar que as expressões 
calculadas para as oscilações de temperatura nesses casos particulares recaem nas expressões 
já obtidas pelo presente trabalho (no caso da métrica de Reissner-Nordstrom) e por Zimdahl &  
Kremer (no caso da métrica de Schwarzschild).
Para a métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter, as conclusões obtidas por este traba­
lho referem-se ao único modelo teórico analisado, o modelo de Brady [30]. Com base nos va­
lores de massa, carga elétrica e constante cosmológica fornecidos por este modelo, foi possível 
analisar as oscilações de temperatura para algumas métricas que constituem casos particulares 
da métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter. Observou-se que a razão entre as frequências Q/u 
foi mais próxima de 3/2 para os casos em que a constante cosmológica é nula, e que a introdu­
ção do termo da constante cosmológica leva a um aumento na razão entre as frequências.
Com base nos gráficos elaborados a partir dos dados fornecidos pelo modelo de Brady, 
foi possível concluir que a influência da constante cosmológica é pequena, causando um leve 
deslocamento dos picos de oscilação. Esta pequena influência do termo da constante ocorre 
porque, de acordo com a expressão da métrica de Reissner-Nordstrom-de Sitter, para pequenas 
distâncias em relação à fonte do campo gravitacional, os termos de massa e carga elétrica são 
mais relevantes em comparação com o termo da constante cosmológica. Este por sua vez torna­
se mais relevante para grandes distâncias em relação à fonte do campo gravitacional, onde os 
termos de massa e carga são menos significativos. No entanto, de acordo com a expressão para
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a amplitude das oscilações de temperatura, esta tente a diminuir com a distância, de modo que 
para grandes distâncias as oscilações tendem a cessar.
Referente ao terceiro objetivo proposto pelo presente trabalho, foram obtidas expres­
sões pós-Newtonianas para a acreção análogas às expressões já conhecidas da teoria Newtoni- 
ana. Concluiu-se que a metodologia aplicada também mostrou-se consistente, pois as soluções 
da equação de Bernoulli 1PN recaem nas soluções obtidas para a teoria Newtoniana se forem 
desprezados os termos de correção de ordem v2/c2.
Diferentemente do que ocorre para a teoria Newtoniana de acordo com Bondi [53], 
não foi possível obter uma expressão analítica relacionando as variáveis adimensionais y e x. 
No entanto, obteve-se uma equação diferencial em y e x, que foi resolvida numericamente 
utilizando-se o software Mathematica 7.
A  análise dos gráficos referentes às soluções da equação de Bernoulli 1PN em coor­
denadas adimensionais mostra que a introdução dos termos de correção não alterou a forma das 
soluções de maneira significativa. Os gráficos são muito semelhantes aos obtidos por Bondi 
para a teoria Newtoniana.
Em relação à solução que descreve o processo de acreção transônica, observou-se que 
a variação do parâmetro relativístico f3 (que representa a correção pós-Newtoniana) influencia 
o valor da velocidade limite atingida pelo fluido. Quanto maior o valor do parâmetro f3, maior 
a velocidade limite atingida pelo fluido no processo de acreção.
Esta variação ocorre porque na equação de Bernoulli 1PN existem mais termos que 
dependem do potencial que, por sua vez é inversamente proporcional à distância do fluido em 
relação à fonte do campo gravitacional. Assim, quanto mais o fluido se aproxima da fonte, mais 
significativos tornam-se esses termos, que devem ser levados em conta no cálculo da velocidade 
de queda livre para a acreção pós-Newtoniana.
Como perspectivas e sugestões para trabalhos futuros podem ser citados:
• Análises similares envolvendo oscilações para outros campos termodinâmicos como pres­
são, entropia, energia por partícula e potencial químico, da mesma maneira que foi apre­
sentada neste trabalho para a temperatura.
• Incluir a rotação dos objetos compactos no problema, o que resultaria em um campo 
gravitacional descrito pela métrica de Kerr-Newman [62].
• Análise mais criteriosa da relação entre a razão ü/u  e a razão 3/2 entre os picos de 
oscilação no espectro de fontes binárias de raios X.
• Estudar o impacto de outras propriedades físicas dos objetos compactos na dinâmica do 
campo gravitacional que eles geram, como por exemplo a emissão de radiação de Haw­
king por buracos negros [63].
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• Análise de mais modelos teóricos baseados em espaços-tempo com constante cosmo- 
lógica não-nula, com o intuito de determinar de modo mais conclusivo o impacto da 
constante cosmológica nas oscilações de temperatura.
• Análise das soluções da equação de Bernoulli em 1PN para diferentes valores de 7 .
• Cálculo das taxas de acreção para objetos compactos baseados em medidas observaci­
onais, considerando a influência dos termos de correção 1PN, e comparação entre os 
resultados obtidos pelo modelo pós-Newtoniano e pela teoria Newtoniana.
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